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VORWORT. 



Es wird allgemein anerkannt, dass mathematische Auf- 
gaben ganz besonders geeignet sind, die Schüler zu eigenem 
selbstthätigem Denken anzuregen; auch fehlt es nicht mehr, 
wie vor 20 Jahren, an Sammlungen, welche dem Lehrer für 
jede Stufe des Unterrichtes eine grosse Auswahl von üebungen 
der verschiedensten Art bereit stellen. Dennoch sind die 
Aufgaben, welche die Bestimmung eines grösten oder klein- 
sten Werthes verlangen, bisher fast ganz von dem Unter- 
richte an höheren Schulen ausgeschlossen gewesen. Auch 
der Grund dieser Thatsache liegt klar zu Tage. Es fehlte 
nämlich bisher für die Bestimmung der grösten und kleinsten 
Werthe an einer mit den Mitteln der Elementarmathematik 
leicht zugänglichen und allgemein anwendbaren Methode: 
Zwar ist mehrfach versucht worden, diesen Mangel zu be- 
seitigen, doch ohne einen vollkommen genügenden Erfolg. 
Weissbach wendet in dem „Lehrbuch der Mechanik" (1850) 
kleine DiflFerenzen an, ein Verfahren, welches der Differential- 
rechnung nachgebildet ist. Dieselbe Methode findet sich 
weiter ausgebildet in den von Bode mtd Fischer (1860) 
herausgegebenen „Aufgaben aus der Lehre vom Grösten 
und Kleinsten" und ist hier zur Auflösung von vielen Auf- 
gaben verwandt worden. In gleicher Weise werden in der 
„Mechanik von Schrader" (1860) die in Betracht kommen- 
den Maxima und Minima ermittelt. Li einer Abhandlung, 
welche dem Jahresberichte über die Provinzial- Gewerbeschule 
zu Koblenz (1862) beigegeben ward, habe ich zwei Sätze 
über kleinste Summen und gröste Produkte entwickelt und 
durch Anwendung derselben eine Reihe von grösten und 
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VI Vorwort. 

kleinsten Körpern und Flächen berechnet. Nach zwei For- 
meln, welche diesen Sätzen nahe verwandt sind, hat Koppe 
(1870) in der „algebraischen Analysis" eine Anzahl von 
ähnlichen Aufgaben gelöst. In der vorliegenden Schrift 
habe ich jene Sätze unter Nr. 11. und 12. eben so wie früher 
hergeleitet, dann auf dieselben in Nr. 13. — 22. eine allgemeine 
Methode zur Bestimmung der grösien und kleinsten Werthe 
gegründet und hoflFe, dass dadurch die Aufiiahme der Lehre 
vom Grösten und Kleinsten in den Kreis des Unterrichtes 
der höheren Schulen leicht gemacht ist. 

In den ersten Nummern (3 — 10) sind die quadratischen 
Funktionen so umgeformt, dass dadurch die Stellung ihrer 
grösten oder kleinsten Werthe gegen die 'übrigen klar her- 
vortritt. Dieselbe .Umformung habe ich nachher von. Nr. 23. 
an auch zur Auflösung von Aufgaben gebraucht, indem ich 
glaubte, dass dem Anfänger die Herleitung desselben Ergeb- 
nisses durch Anwendung der allgemeinen Methode zu über- 
lassen sei. 

Von den zahlreichen Aufgaben, welche den grösten 
Theil des Umfanges der vorliegenden Schrift einnehmen, 
habe ich manche den oben erwähnten Verfassern entlehnt. 

Essen, ^im September 1871. 

Heilermann. 
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Gröste und kleinste Werthe. 

1. Wenn zwei Grössen F und x in dem Zusammen- 
hange stehn, dass die Aenderungen der Grösse x auch 
Aenderungen der Grösse F hervorbringen, so nennt man F 
eine Funktion von x^ und x die unabhängig Veränderliche 
(Grösse) derselben. Lässt man die unabhängig Veränder- 
liche alle Werthe von — oo bis + cx) durchlaufen, so nimmt 
auch F eine unendliche Reihe von Werthen an. Diese Werthe 
sind aber nicht bei allen Funktionen so geordnet, dass an 
jeder Stelle der grössere auf den kleineren oder umgekehrt 
immer der kleinere auf den grösseren folgt; es nehmen 
vielmehr im allgemeinen die Funktionen einen oder auch 
mehrere Werthe an, die sich dadurch auszeichnen, dass 
sie kleiner sind als die folgenden und auch kleiner als die 
vorangehnden , oder dadurch, dass sie sowol diese als jene 
an Grösse übertreffen. Jene beissen die kleinstenWerthe 
oder Minima, diese die grösten oder Maxima. 



I. Abschnitt. 

Algebraische Punktionen zweiten Grades. 

2. Wenn die Grösse F eine ganze rationale Funktion 
des 1. Grades von x ist, also 

F=ax + b, 

so kann sie gröste oder kleinste Werthe in dem oben be- 
zeichneten Sinne nicht annehmen, sie durchläuft die Werthe 
von — oo bis + oo, wenn x von — cx) bis + c» wächst 
und a positiv ist, oder umgekehrt, wenn a negativ ist. 

HmLBBUAjnr, Maxiuia und Minima. 1 
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2 I. Abschnitt, Nr. 3 — 5. 

3. Jede ganze rationale quadratische Funktion einer 
Veränderlichen, wie 

hat entweder einen kleinsten oder einen grösten Werth, 
je nachdem der Koefficient a positiv oder negativ ist. Es 
ist nämlich 

daher ist der kleinste Werth von F oder 

mm(F)==c— ^^^, 

wenn a positiv ist, und zwar nimmt F diesen kleinsten 
Werth an, wenn 

o: + -^ = oder x = — J- 

gesetzt wird. Ist dagegen a negativ, so hat die Funktion F 
einen grösten Werth, nämlich 

max(^) = c — — , 

und auch dieser tritt ein, wenn 

^ + ^ = oder x = — ^- 

' 2a 2a 

gesetzt wird. Das Resultat der vorstehnden Umformung ist 
der Satz: Die Funktion ax^ -\' bx -\- c wird ein Ma- 
ximum oder Minimum, wenn 

2ax + ^^ == 0. 

4. Eine besondere Beachtung verdient die Funktion 

F=ax4- - . 

' sc 

Sind erstens die Koefficienten a, b und auch die Veränder- 
liche X positiv, so hat die Funktion F einen kleinsten Werth 

min (F) = 2^äfF, 
denn es ist allgemein 

und daher ist F am kleinsten, wenn 
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Algebraische Funktionen zweiten Grades. 3 

gesetzt wird. 

Wenn zweitens «, h und x negativ sind, so erreicht F 
den kleinsten Werth 

min {F) = 2 j/äb j 

wenn x = — j/— 

Sind drittens die Koefficienten ö, h positiv, dagegen x 
negativ, so hat die Funktion F einen grösten Werth, nämlich 

max {F) = — 2j/äb, 
denn unter der gemachten Voraussetzung ist 

und daher F am grösten, wenn 

— /! 

gesetzt wird. 

Ebenso erreicht die Funktion ein Maximum, wenn a 
und b beide negativ aber x positiv ist; es ist nämlich 



/•= _ 2/(-a)(- J) - [/(-«)x-^=J.] 



2 

; 



also max {F) = — 2^(— a)(— ft), 

wenn ^ = t/A. 

ist. 

Wenn endlich die Koefficienten a und b verschiedene 
Vorzeichen haben, so kann die Funktion 

weder einen grösten noch einen kleinsten Werth annehmen; 
sie durchläuft nämlich alle Werthe zwischen + oo und — oo, 
wenn x von bis + ^» wächst, und auch, wenn x von bis 
— oo abnimmt. 

5. Ob und welche gröste oder kleinste Werthe die 
Funktion 

„ öa?* + b x -f- c 



Digitized by 



Google 



4 I. Abschnitt, Nr. 5 — 7. 

annehmen kann^ das ist eben so zu bestimmen, wie vorher^ 
da die Funktion 

F=ax+ - + 6 

sich von der vorhergehenden nicht wesentlich unterscheidet. 
Auch die Untersuchung der Funktion 
„ aa^ + bx + c 

ist auf die vorige Nummer zurückzufuhren, indem man 

X -\' d = yj abo a: = y — d 
setzt. 

6. Es soll das Maximum oder Minimum der Funktion 
F=ax' + 2hxy + cy^ + 2rfx + 2ey+f 
bestimmt werden, wenn die Veränderlichen x und y von- 
einander unabhängig sind. 

Wenn man zuerst die Glieder, welche die Veränder- 
liche X enthalten, zu einem Quadrate zusammenfasst, indem 

^ ^"^ ^ addiert und subtrahiert, so entsteht 
rt / t ^y -\- ä\^ ** — ac ^ c% ^d — ae d^ i j» 

^=«-(^+-^) :;r-y-^ — -„— ^-^ + ^5 

und wenn dann weiter die Glieder, welche die andere Ver- 
änderliche y enthalten, zu einem Quadrate ergänzt werden, 
so ergibt sich 

Setzt man nun 

hd — ae 



y = — 



&« — ac ' 



SO werden dadurch die grösten oder kleinsten Werthe bestimmt, 
welche F durch die Veränderungen von y annehmen kann, 

je nachdem — positiv oder negativ ist. Diese grösten 

oder kleinsten Werthe sind dargestellt durch 

und diese Funktion erreicht nach Nr. 3 wieder ihren 
grösten oder kleinsten Werth, wenn 

he — cd 
0* — ac 
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Algebraische Funktionen zweiten Grades. 5 

gesetzt wird, und zwar wird sie ein Maximum, wenn a ne- 
gativ, dagegen ein Minimum, wenn a positiv ist. 
Setzt man also gleichzeitig 

be — cd 

ft« — ac 

und 

bd — ae 

y — — yt-^ac^ 

SO ist der gröste oder kleinste Werth von F oder 

* »»(^ — ft._„r +^- 

Dieser Werth ist der absolut gröste, wenn 
di<0,c<0, i^« — öc<0; 
und er ist der absolut kleinste, wenn 

« > 0, (7 > 0, 62 _ öc < 0. 

Wenn aber «<0 und J^ — ac > 0, so ist der vorstehnde 
Werth m{F^ der gröste unter einer unendlichen Reihe von 
kleinsten Werthen der Funktion F^ und eben so ist derselbe 
der kleinste unter einer unendlichen Reihe von grösten 
Werthen, wenn ör>0 und IP' — ärc>0 ist; d. h. die Funktion 
F hat weder ein Maximum noch ein Minimum, wenn 
h^ — acy^ ist. 

7. Zweite Auflösung der vorstehnden Aufgabe. 

Da die Veränderliche x von y nicht abhängt, so kann 
man für y einen willkürlichen Werth, etwa y^, setzen und 
dann nach Nr. 3. den Werth von x bestimmen, welcher die 
Funktion F zu einem relativen Maximum oder Minimum 
macht. Für diesen Zweck muss x nach der Gleichung 

ax'\'})y^'\'d^^ 

bestimmt werden; und wenn x dieser Gleichung entspricht, 
so erreicht die Funktion F den grosten oder kleinsten von 
allen Werthen, die sie für y = y^ annehmen kann. 

Setzt man eben so in die Funktion F für x den will- 
kürlichen Werth oJq, so erreicht sie bei den Veränderungen 
von y den grösten oder kleinsten Werth, wenn y der 
Gleichung 

hxQ + cy + e = 
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6 I. Abschnitt, Nr. 7—9. 

genügt. Soll nun die Funktion F den absolut grösten oder 
absolut kleinsten Werth annehmen, so müssen auch die 
willkürlichen Grössen x^ ürid y^ so gewählt werden, dass 
sie den vorstehnden Gleichungen genügen, oder die Ver- 
änderlichen X und y sind durch Auflösung der Gleichungen 

öTo; + 6y + rf = 0, 

bx + cy -{- e = 

zu ermitteln. Daher ist 

te — cd 

hd — ae 

y 62 — «c * 

Wenn man noch beachtet, dass 

F = {ax -^ ly '\- d) X -^ {bx -^^ cy -\- e) y ^r ^^ -^ ^y + fy 
so erhält man leicht 

^ ^ Ir- — ac ' 

Ob nun diese Grösse ein Maximum oder Minimum ist, das 
ergibt sich durch die Untersuchung des Ganges der Funktion 
Fj wenn man darin für x und y eine Reihe von Werthen 
einsetzt. 

Eben so wie hier kann auch das Maximum oder Mini- 
mum einer Funktion bestimmt werden, wenn darin mehr 
als zwei Veränderliche vorkommen,, und diese alle vonein- 
ander unabhängig sind. 

8. Es soll das Maximum oder Minimum der Funktion 

^= ax + by 

bestimmt werden, wenn die Veränderlichen x und y der 
Bedingung 

«,a;2 + 2b,xy + c.y'^ + 2d,x-\- 2e,y+f,^0 

genügen. 

Nimmt man vorläufig an, dass die Veränderlicheu x 
und y voneinander unabhängig seien, und bildet die 
Funktionen 

2F=2ax + 2by, 

F^ = a^x^ -f 2byxy + c^y'^ + 2d^x -f 2e^y + f^ , 
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Algebraische Funktionen zweiten Grades. 7 

SO sind auch in der zusammengesetzten Funktion 

(p = 2F+ kF^ = ka^x^ + 2khy^xy + kc^y^ + 2(A:^, + a) a; 

die Veränderlichen voneinander unabhängig, und daher 
erreicht diese nach Nr. 7. den grösten oder kleinsten 
Werth, wenn 

ka^x + kh^y + ^rfj -{- di = 
und 

kh^x + ^Ci§/ + Ä-^i -|- Z^ = 

gesetzt wird. Es müssen also nach Elimination der Zahl k 
die Veränderlichen x und y der Bedingung 

1) (öTj^? — ö^i) o; + (&&, — ac^ y + Zj^j — ae = 
genügen, damit q) ein Maximum oder Minimum wird. 

Nimmt man nun die ursprüngliche Bedingungsgleichung 

2) a,x^ + 2b,xy + c^y^ + 2d^x + 2e^y+r^=0 

wieder hinzu, so geht q) in 2F über, und daher nimmt auch 
F den grösten oder kleinsten Werth an, wenn diesen Glei- 
chungen 1) und 2) durch die Veränderlichen x und y Ge- 
nüge geschieht. 

9. Zweite Auflösung der vorigen Aufgabe. 

Wenn man die Bedingungsgleichung 
a^x^ + 2b,xy + c.y'^ + 2d,x -f 2e^y + /, = 
nach y auflöst, so erhält man 

und daher ist 

F = — ^^1 — ^^i ^ ^ 

C| Ol 

± ^ ' Vi^i' - «1 ^i) ^' + 2(^ ^1 - q^) 0;"+ ^;2_ ^^7^ . 
Setzt man nun in einfacheren Zeichen 



F=ax + ß±y ]/x''-\-2dx+s, 

so ist /■— /?+«*=« (3:+*) ±y -/{x+Sy+s — d^; 
also 

(^— /3+ad)2=a2(a;+d)2+2ay(a;+(J) /(a;+d)' + «- 
+ y^ (» + d)2 + y2 (f — d?) . 
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8 I. Abschnitt, Nr, 9 — 11. 

Dazu ist 

und daher erhält man durch Subtraktion 

{F-ß+a d)2— \y (x+d)±a ^(x+*)2+«-*2]2_ (y2_«2) (^^^2) . 

also ist 

und m{F) = ß — ad ± y(y^^a^){€ — d^). 

Der zugehörige Werth der Veränderlichen x ist durch die 
Gleichung 

yix + d)±a /(x + Sf +1 -""«^ = 
bestimmt. 

10. Es soll das Maximum oder Minimum der Funktion 

F= ax'^ + 2bxy + cy^ + 2dx + 2^y + /" 

bestimmt werden, wenn die Veränderlichen x und y der 
Bedingung 

a,x^ + 2b^xy + c,y^ + 2d,x + 2e,y + A = 
genügen. 

Bildet man auch hier, indem man x und y vorläufig 
als voneinander unabhängig ansieht, zuerst die Funktion 

F, = a,x^ + 2b,xy + c^y^ + 2d^x + 2e,y+r, 
und danach durch Zusammensetzung 

fp = F+kF, = (a + ka,)x^ + 2{b + kb,)xy + {c + kc^)y^ 
+ 2{d+kd,)x + 2ie + ke,)y+r+kr,, 

so erhält man für diese Funktion nach Nr. 7. als Bedingungen 
eines Maximums oder Minimums die Gleichungen 

{a + küi) x + {b + kb^) y + d + kdi = 0, 
(b + kb,) x+{c + kc,) y+ e+ ke, = Oy 

und daraus durch Elimination von k 

1) {ab^ — a^b)x'^-^{ac^'-a^c)xy'\-{bc^~b^c)y'^'\'{ae^'\-b^d — a^c 

— bd^)x-\- (be^ '\-c^d—b^e—cd^)y-^d^e — d^e=^0. 
Setzt man nun wieder 

2) a.x'^ -f 2b,xy + c.y'^ + 2d,x + 2^iy + A = 0, 
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Kleinste Summen und gröste Produkte. 9 

SO geht die Funktion g) in F über, und die Gleichungen l) 
und 2) bestimmen die Werthe von x und y, welche die 
Funktion F zu einem Maximum oder Minimum machen. 

Durch dasselbe Verfahren gelangt man auch zur Be- 
stimmung des Maximums oder Minimums einer Funktion, 
welche n Veränderliche enthält, wenn der Zusammenhang 
zwischen diesen durch m Gleichungen ausgedrückt ist, und 
sowol in der Funktion als auch in den Bedingungsgleichun- 
gen die Veränderlichen nur in der ersten oder zweiten Po- 
tenz vorkommen. 



II. Abschnitt. 
Kleinste Summen und gröste Produkte. 

11. Eine gegebene positive Zahl p soll in n solche 
Faktoren so zerlegt werden, dass die Summe von diesen 
ein Minimum ist. 

a) Es sei die Zahl p in die 2 Faktoren x und — zer- 
legt, also ist die Summe 

s = x -j- ^ : 

daher ist nach Nr. 4. 

min(5) = 2j/p, 

wenn o; = — = -|- j/^ 

gesetzt wird. 

Zerlegt man dagegen die Zahl p in 2 negative Faktoren, 
so ist 

max(5) = — 2j/p^, 
wenn man 

x = j^ = -yp 

setzt. 

b) Es sei die gegebene positive Zahl p in die 3 posi- 
tiven Faktoren x^y x^, x^ zerlegt, oder 

, p ■= iC| • X2 • x>^ , 

und s = x^ -}- X2 -^ x.^. 
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10 II. Abschnitt, Nr 11. 

Nimmt man vorläufig an, dass für den Faktor Xi der Werth 
ermittelt sei, welcher der Bedingung, dass s ein Minimum 

wird. Genüge leistet, so ist noch die Zahl — in die Fakto- 

ren X2 und 0^3 so zu zerlegen, dass 

S ~~" Xa 5^=5 j[yn -y- Xn 

ein Minimum wird; und daher ist nach dem Obigen 

^2 = ^3 = jr — • 

Setzt man noch, indem man mit e eine unbekannte Zahl 
bezeichnet, 

x^ = 0:3 = ^ j/p~, 

so ist a:, = ~. j/ p , 

also 

1 + 2c3 3/— 

Nun ergibt eine leichte Rechnung 

1 -f 26>3 = 3^2 _|. (1—^)2 (1 + 2e) ; 
und daher ist 

Der Forderung, dass 5 am kleinsten sein soll, muss jetzt 
noch durch die Bestimmung der Zahl e genügt werden. 
Nun ist aber e, als Verhältnis der positiven Faktoren X2 == ^3 

zu der positiven Grösse yp, stets positiv, und daher nimmt 
s den kleinsten Werth an, wenn e = 1, also 

Xi — X2 — x^ — y p 
gesetat wird. Somit ist auch 

min (s) = 3 j/^. 
Das Ergebnis des Vorstehenden lässt sich in folgenden 
Satz zusammenfassen: Soll eine positive Zahl in 2 
oder 3 positive Faktoren so zerlegt werden, dass 
die Summe von diesen am kleinsten wird, so 
müssen die Faktoren gleich sein. 

Wenn die gegebene Zahl p negativ ist und 3 in negative 
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Kleinste Summen und grÖste Produkte. H 

Faktoren zerlegt werden soll, so findet man für den grösten 
Werth der Summe dieser Faktoren durch eine Entwicklung, 
welche von der vorstehnden nicht verschieden ist, 

max (s) = 3 j/^. 

c) Den obigen Satz könnte man eben so, wie er für Pro- 
dukte aus 3 Faktoren bewiesen ward, auch auf Produkte 
von 4 Faktoren, dann auf solche von 5 Faktoren u. s. w. aus- 
dehnen. Um diese Entwicklung mit einem Male zu erledi- 
gen, nehmen wir an, dass derselbe für die Produkte aus n 
Faktoren erwiesen sei, und leiten daraus die Richtigkeit 
desselben für die Produkte aus (n -{- 1) Faktoren ab. 

Es sei die positive Zahl p in (w -f- 1 ) positive Faktoren 
x^, x^y . , . Xn^i zerlegt und die Summe derselben Sy oder 
es sei 

P = X^ » X2 » X^ Xn-\-l 

und 5 == o;, -j- 0^2 + iTg + . . . . -|- a:„ + 1 . 

Nimmt man vorläufig nun an, es sei der Bedingung, dass s 
ein Minimum werden soll, durch den Faktor x^ genügt, so ist 

noch die Zahl — in w solche Faktoren x^y x^ . . , . Xn+i 

ZU zerlegen, dass die Summe derselben, nämlich s — x^ ein 
Minimum wird. Dieser Forderung geschieht nach der ge- 
machten Voraussetzung dadurch Genüge, dass 

n-f-l 

Xn • Xo • Xt " • • • • — — ivjt -i. 1 ' Vm y p, 

gesetzt wird. Dadurch wird 

1 n+y — 

und 

n + l 
_ i + ^e'^ + l 



Dazu ist 



j/p. 



l + „e«+i = („_|_l)e'._|_(l_e)2(l_|_2e+3e*+. . . 4-Ke»-i), 
folglich 

n + l 
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12 II. Abschnitt, Nr. 11 — 12. 

Soll nun dies Produkt ein Minimum sein^ so muss^ weil der 

zweite Faktor j/^ unveränderlich ist, der erste Faktor ein 
Minimum sein; dieser ist aber eine Summe, deren erster 
Summande (n -f- 1) unveränderlich ist, und daher kann der 
kleinste Werth von * nur dadurch entstehn, dass der zweite 
Summande seinen kleinsten Werth annimmt. Dieser endlich 
kann nie negativ werden, weil e, als Verhältnis positiver 
Zahlen, positiv ist, hat also den kleinsten Werth null, wel- 
chen er für 

€=1 

annimmt. Daher ist 

inin(5)=(n + 1) . ]/ p 

und a;^ = 0^2 = iCg = ....= :r„ + 1 == }/~p. 

Da nun oben unter a bewiesen ward, dass eine positive 
Zahl in zwei gleiche Faktoren zerlegt werden muss, damit die 
Summe von diesen ein Minimum werde, so ergibt sich durch 
schrittweises Aufsteigen von 2 zu 3, von 3 zu 4 Faktoren 
u. s. w., wie es nach dieser Entwicklung gestattet ist, die all- 
gemeine Gültigkeit des Satzes: 

Wenn eine positive Zahl in n positive gleiche 
Faktoren zerlegt wird, so ist die Summe von die- 
sen ein Minimum, d. h. kleiner als die Summe von « 
anderen Faktoren, welche durch Zerlegung dersel- 
ben Zahl entstehn. 

Wird eine positive Zahl in 2n negative gleiche Fakto- 
ren oder eine negative Zahl in 2w -|- 1 negative gleiche 
Faktoren zerlegt, so ist die Summe von diesen ein Maximum. 

Anmerkung. Die oben angegebene Umformung von 
1 -|- w^^+i erhält man auf folgende Weise. 

Es sei 0=l + 2e + 3e'^+ . . . :+n^«-i, 

also ist ^ö = ^ -f- 2e^ 4* 3^^ -j- + ne"*, 

und (1 — ^)(y=l-|-e + ^^+ + ^^~^ — ^^'*> 

oder / (1 — e) 0= ^^^ ne"^, 

und daher 

(l—eyö=^l'-{n'{- 1)6?«+ we'^ + i. 
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Kleinste Summen und gröste Produkte. 13 

12. Eine gegebene positive Zahl s soll in n solche Sum- 
manden zerlegt werden, dass das Produkt von diesen ein 
Maximum wird. 

Es sei die Zahl s einmal zerlegt in n gleiche Summan- 
den — und ausserdem in die n Summanden x^, x^, x.^ a:„, 

welche wenigstens nicht alle gleich sind; das Produkt der 
ersteren sei p, das der letzteren q, oder 

«« 

P Z} Q — X^ , X2 * X^ Xf^, 

n 

Wenn man nun noch die Zahlen y\) y^y V^ y« so 

bestimmt; dass 

a?i x^ x^ ' • • * xn r q ' 

SO ist y, . ^2 • ^3 • • • • y» = ^1 • ^2 • ^3 • • • • ^»- -^ =P' 

Somit ist die Zahl p auch in die n Faktoren y^, ^2? 2^3 • • • • yn 
zerlegt, welche den Zahlen x^^ X2, x^ , . . . Xn proportional, 
also ungleich sind; folglich ist nach dem vorigen Satze die 
Summe dieser Faktoren grösser als die Summe der n glei- 
chen Faktoren, in welche dieselbe Zahl p durch die Gleichung 

^-(-)- 

zerlegt wird, oder es ist 

^1+^2 + ^3 + - • • • + y« > ^. 
Dazu ist 

^1 + ^2 + ^3+ • • • -+2/«= (^1+^2 + ^3+ • • '^n^ y^j 

oder ^^ + ^2 + ^3 + + yn = s. j/ 2. . 

Wird nun diese Gleichung durch die obige Ungleichung 
dividiert, so entsteht 



V- 



|->loder;?>^; 



d. h. wenn eine positive Zahl in n gleiche Sum- 
manden getheilt wird, so ist das Produkt aus die- 
sen Summanden ein MaximumJ) 



1) Dieser Satz ist um das Jahr 100 n. Chr. von Nikomachus für die 
Produkte aus 2 Faktoren bewiesen worden. 
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14 II. Abschnitt, Nr. 12—14. 

Für die negativen Zahlen ergibt sich hieraus, dass das 
Produkt; welches aus 2n gleichen Summanden einer nega- 
tiven Zahl besteht; ein Maximum ist; und eben so, dass 
das Produkt aus (2n + 1) gleichen Summanden einer nega- 
tiven Zahl ein Minimum ist. 

13. Eine gegebene positive Zahl s soll in n positive 
Summanden so getheilt werden, dass das Produkt p aus 
gegebenen Potenzen dieser Summanden ein Maximum wird. 

Es sei in die Summanden ^, , Xj, 0:3 Xn, zu 

welchen die gegebenen Exponenten «,, «j, «3 a« ge- 
hören, die gegebene Zahl s getheilt, oder 

s = ^1 -f" ^2 ~r ^3 I • • • •"!"•*'« 
und p = x'',\x^\ x^ x^- , 

Wird die letztere Gleichung durch a"'. a^. a^ ..... «"« 
dividiert, so entsteht 



^=(?r (3)- (?)••.... (sri 



dazu ist s die Summe der («, + «2 +3 + - • • «») Faktoren 
dieses Produktes oder 

'-«.•(?) + «•■ (2)+«.- (2)+ ■••■+"■• (S> 

daher ist nach Nr. 12. 
oder 

X^ Xf tl?8 Xn 



fi+Oa+aj-f- . . • a» 



wenn 



«1 «2 «8 • • • • ^^ ai+a2+a3+ an 

gesetzt wird. 

Hieraus ergibt sich als Erweiterung des obigen Satzes 
der folgende: 

Wenn eine positive Zahl in n positive Sum- 
manden so getheilt wird, dass diese n gegebenen 
Zahlen proportional sind, so ist das Produkt aus 
den n Potenzen, von welchen jene Summanden die 



Digitized by 



Google 



Kleinste Summen und gröste Produkte. 15 

Dignanden und diese Zahlen die Exponenten sind, 
ein Maximum. 

Dass dieser Satz auch für gebrochene positive Expo- 
nenten gültig ist, lässt sich leicht erweisen. Es seien etwa 
die Exponenten a, , «2, . . . ««, welche bisher ganze Zahlen 
vorstellten, alle oder zum Theil Brüche und ihr Haupt- 
nenner ß, so ist 

und für dies Produkt, welches nur ganzzahlige Exponen- 
ten enthält, gelten dann unverändert die vorigen Schlüsse. 

Auch dann, wenn statt der positiven Zahl s eine nega- 
tive gesetzt und in n negative Summanden zerlegt wird, 
bleibt der obige Satz richtig-, nur tritt an die Stelle des 
Maximums das Minimum, wenn die Summe der Exponenten 
eine ungerade Zahl ist. 

14. Wendet man auf die obigen Gleichungen 

—(S) + «^- (2) + «3.(5) + .... + «-.(£) 

und ^ f^'V: f^'V: {""A". .... ('^"V 

1 ^ o ^ n 

den unter Nr. 11. entwickelten Satz an, so ergibt sich, 
dass auch 

«1 + «2 -f o» + . . . + «n 

min (5) = («1 +«^+«3 • • • +^^»)- j/-^ 



wenn 



"123 n 

«1 + «2 + <% + ... a« 



«1 «2 «3 ' * * ' a« y «i. a"**. ö^ \ ö^ 

«1 2 3 n 

gesetzt wird; und. darin liegt der Satz: 

Wird eine positive Zahl p dargestellt als Pro- 
dukt von n Potenzen, deren Dignanden ihren Ex- 
ponenten proportional sind, so ist die Summe der 
Dignanden ein Minimum. 

Auch hier kann in Folge von negativen Zeichen statt 
des Minimums ein Maximum erscheinen. 
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61 III. Abschnitt, Nr. 15 — 18. 

III. Abschnitt. 
Funktionen höheren Grades. 

15. Die Eigenschaften der grösten Produkte und kleinsten 
Summen, welche in dem vorigen Abschnitte gefunden wurden, 
können nun wieder dazu dienen, um auch für Funktionen 
höheren Grades das Maximum oder Minimum zu bestimmen. 

Soll von jder Funktion 

in welcher a eine positive Zahl ist, der gröste Werth er- 
mittelt werden, so erhält man zunächst aus der Gleichung 

F=x'^{a — x"") 
durch Potenzieren 

jfTn = (o:«)"». (a — x'^y. 
Dazu ist a = x"" -}- {a — o:'*) ; 

folglich ist nach Nr. 13. 

und dies Maximum wird erreicht, wenn 





a?» fl — a?» a 




m n m-^- n ' 


oder wenn 


ma — {m + n) x'^ = 0,, 


also 


^^jVma 




V m-\- n 


gesetzt wird. 





16. In gleicher Weise kann auch das Maximum oder 
Minimum der Funktion 

F^=^ ö!a;'«+ 0:»^* + « 
bestimmt werden, wenn a positiv ist. 

Wird diese Funktion mit n potenziert und mit ( — 1)"* 
multipliciert, so entsteht 

(— xy. 'F"" = (— x'^y. {a + x'^y. 

Dazu ist * tf = — ic» + (« + x^)y 
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Funktionen höheren Grades. 17 

mithin nach Nr. 15. 

max [(— 1)"'. F^l = »»"'. n» [z^^A 

wenn = = — -]— ; ; 

oder'wenn wflf + (m + ^)^'* = ^ 

gesetzt wird. 

Ist nun m eine gerade Zahl^ so ist der vorstehende Werth 
das Maximum von F^y dagegen für eine ungerade Zahl m 
das Minimum. 

17. Es soll das Minimum der Funktion 

Z' = a;»« + 4- • 

bestimmt werden, wenn die Zahl a positiv ist. Nimmt man 
noch die identische Gleichung 



a- = (a:-)«. {^^ 



hinzu, so folgt aus dem unter Nr. 14. entwickelten Satze, dass 

in + n 
f m ' n 

wenn _ = —- = 7/ . 

gesetzt wird. 

18. Die Funktion 

X^ ^ 

in welcher a eine positive Zahl ist, hat weder ein Maximum 
noch ein Minimum, wenn die Exponenten m beide ungerade 
oder beide gerade Zahlen sind, wie sich aus der Betrachtung 
des Ganges derselben sogleich ergibt. Ist aber m eine ge- 
rade und n eine ungerade Zahl, also 

so hat sie für negative Werthe von x ein Minimum. 
Ist hingegen m ungerade und n gerade, also 

HmiiXRMANN , Maxima und Minima. 2 
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18 IIl. Abschnitt, Nr. 18 — 20. 

so gibt es für — F einen kleinsten Werth, also für die 
Funktion F einen grösten Werth, wenn x alle negativen 
Werthe von bis — cx) durchläuft. 

19. Die vorstehenden Ergebnisse sind auf zweigliedrige 
Funktionen einer Veränderlichen beschränkt; siesollen jetzt 
auf mehrgliedrige Funktionen angewandt werden. Um für 
eine Funktion von drei veränderlichen Gliedern 

die Bedingung, unter welcher sie ein Maximum oder Mini- 
mum wird, zu finden, theile man dieselbe in die Theile 

F| = «0 + ^i^ + f^(^2^^ 
und F^ = {1 — k) üc^x^ + ^3^^? 

in welchen k eine noch unbestimmte Zahl bedeutet. Nun 
wird F^ nach Nr. 3. ein Maximum oder Minimum, wenn 

1) flf, + 2ka^x = 0, 

und eben so F2 nach Nr. 16., wenn 

2) 2{l — k)a2 + 3a^x = 0] 

daraus ergibt sich durch Elimination von k die Gleichung 

3) «1 + 2ö2^ + 3ö3a;2==0, 

welcher genügt werden njuss, damit die Funktion F ein Ma- 
ximum oder ein Minimum wird. Wenn die Gleichung 1) ein 
Maximum von F^ und die Gleichung 2) ein Maximum von 
F2 bedingt, so wird auch F ein Maximum durch den Werth 
von X, welcher der Gleichung 3) genügt. Eben so wird F 
ein Minimum, wenn die Gleichungen 1) und 2) beide zu einem 
Minimum gehören. Wenn aber von den Gleichungen 1) und 
2) die eine für ein Maximum, die andere für ein Minimum 
den zugehörigen Werth von x. bestimmt, so muss man durch 
Untersuchung des Ganges der Funktion F darüber entschei- 
den, ob durch die Gleichung 3) der zu einem Maximum oder 
Minimum gehörige Werth von x gefunden wird. 

Wie aus der Bedingungsgleichung 1), welche für qua- 
dratische Funktionen gilt, die Gleichung 3) für kubische 
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Funktionen höheren Grades. 19 

Funktionen abgeleitet ward, eben so kann man schrittweise 
aufsteigend für jede Funktion eines höheren Grades, welche 
nur Potenzen einer Veränderliehen enthält, die Bedingung 
herleiten, welcher sie für den Fall eines Maximums oder 
Minimums genügen muss. Um diese Entwicklung mit einem 
Male allgemein zu erledigen, nehme man vorläufig an, dass 

4) a^+2a^x-{'3a^x^+ + wäf„a:«-i = 

die Bedingung für ein Maximum oder Minimum der Funktion 

(p z=: ÜQ -{- a^x -\- «2^^ +.... + ^»^" 
darstelle^ wie es oben für n = 3 gezeigt ward. Theilt man 
unter dieser Voraussetzung die Funktion 

F=aQ + a^x -^ a^x'^ + + flfna;» + öf„_|_ia:'' + i 

in die Summanden 

Fj = öf^j -j- ajo; + «2^^ + • • • • + ^«nÄJ" 
und i?'^ = (1 — k) a^x'^ + «n + i- a:» + S 

so wird nach der hier gemachten Voraussetzung F^ ein Ma- 
ximum oder Minimum, wenn 

«1 + 2a^x + Saga:^ -(- . . . . nkanX''-^ = 0, 

und eben so wird die Funktion F,^ nach Nr. 16. ein Maxi- 
mum oder Minimum, wenn 

n(l — X:) ö„ + (w + 1) ön + i.a: = 0; 

also wird die ganze Funktion F ein Maximum oder Mini- 
mum, wenn 

5) 0^+202^+3 «3^»^+ + wa„a;'»-^ + (w+l)«n + i.i»;**=0 

gesetzt wird, denn diese Gleichung entsteht aus den vor- 
stehnden durch die Elimination von der Hilfsgrösse k. 

Da die Bedingungsgleichung 4) für n = 3 oben bewie- 
sen ward, so ist sie nach dem jetzt gegebenen Beweise auch 
für « + 1 = 4 gültig, u. s. w. 

20. Auch für die Funktionen, welche die Veränderliche 
sowol in Potenzen mit positiven als auch in solchen mit 
negativen Exponenten enthalten, kann in gleicher Weise die 
Bedingung gefunden werden, welcher sie im Falle eines 
Maximums oder Minimums genügen müssen. Es sei 
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20 in. -Abschnitt, Nr. 20—22. 

eine solche Funktion. Theilt man diese in die drei Funktionen 

^2 — -^ -t- ^2 -^ ^3 -h -r ojm ^ 

so ist nach Nr. 19. die Funktion /'i ein Maximum oder Mi- 
nimum, wenn 

eben so ist auch die Funktion F^y in welcher man den reci- 
proken Werth von x oder — als die Veränderliche ansehen 
kann, ein Maximum oder Minimum, wenn 

und drittens nimmt nach Nr. 4. die Funktion F^ ihren 
grösten oder kleinsten Werth an, wenn 

a -- ka — ^ —^h 

«1 ^«1 —0.2—^2 • 

Durch Elimination der Hilfsgrössen k und k^ erhält man 
aus diesen drei Bedingungsgleichungen die eine 

welcher die Veränderliche x genügen muss, damit die ganze 
Funktion F ein Maximum oder Minimum werde. 

21. Soll das Maximum oder Minimum einer Funktion Fy 

welchen voneinander unabhängige Veränderliche x^,X2 Xn 

enthält, bestimmt werden, so kann man, wie in Nr. 7. allen 
Veränderlichen mit Ausnahme von einer , etwa x^ , willkür- 
liche Werthe beilegen, und dann nach dem Vorstehnden 
die Bedingungen angeben, welchen die Veränderliche Xy^ ge- 
nügen muss, damit F ein relatives Maximum oder Minimum 
wird. Sieht man dann der Reihe nach X2, x^, . . . a:„ als 
alleinige Veränderliche an, so erhält man im Ganzen n Be- 
dingungsgleichungen, und diese genügen zur Berechnung 
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Funktionen höheren Grades. 21 

der n Veränderlichen; und daher auch zur Bestimmung des 
grösten oder kleinsten Werthes von F, 

22. Enthält eine Funktion {m + n) Veränderliche a^^, 
X2) ' ' • ' Xn, t/ij t/2f ' • • ym) wclchc durch m Gleichungen 
mit einander verbunden sind, so bieten sich zur Bestimmung 
ihres Maximums oder Minimums zwei Mittel dar. Man kann 
die m Gleichungen, wenn der Grad derselben es gestattet, 
benutzen, um m Veränderliche durch die übrigen auszu- 
drücken, und dann die Werthe in die Funktion einsetzen. 
Diese wird dadurch eine Funktion von n Veränderlichen, 
welche voneinander unabhängig sind, und dann kann ihr 
Maximum oder Minimum durch das oben angedeutete Ver- 
fahren gefunden werden. 

Sehr oft ist aber die Auflösung der m Bedingungsglei- 
chungen unausführbar* oder macht doch grosse Rechnun- 
gen nothwendig. In diesem Falle betrachte man vorläufig 
die sämmtlichen {m -\- n) Veränderlichen als voneinander 
unabhängig und bilde die m Funktionen F^j F^, .... Fm, 
welche mit den gegebenen Bedingungsgleichungen, nachdem 
diese auf null gebracht sind, in den Veränderlichen und 
den Koefficienten übereinstimmen. Bildet man aus diesen 
und der ursprünglich gegebenen Funktion F die zusammen- 
gesetzte Funktion 

<P = ^ + ^1 ^1 + ^2^2 + . . . + A:.. ^m, 
so kann man für diese nach dem in Nr. 21. bezeichneten 
Verfahren (m -f- n) Gleichungen ansetzen , welche die zu 
einem Maximum oder Minimum von q) gehörigen Werthe 
der {m -{- n) voneinander unabhängigen Veränderlichen bestim- 
men. Werden nun die -Koefficienten /tj, äTj; • • • • ^mj welche 
in den Bedingungsgleichungen nur in der ersten Potenz vor- 
kommen, aus denselben eliminiert, so bleiben noch n Glei- 
chungen übrig, und jede von diesen drückt eine Bedingung aus, 
welche durch die Veränderlichen o^j, x^y , . . . Xn, y\,y2j • • • Vm 
befriedigt werden muss, damit (p ein Maximum oder Mini- 
mum werde. Nimmt man endlich die ursprünglichen Be- 
dingungen 

/'i = 0, /^2 = 0, — /-,,= 
wieder hinzu, so geht einerseits die Funktion tp in F über. 
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22 IV. Abschnitt, Nr. 23 — 26. 

und andererseits sind auch durch diese m Bedingungen in 
Verbindung mit den eben erwähnten n Gleichungen die 
Werthe der {m + n) Veränderlichen bestimmt, welche zu 
dem Maximum oder Minimum von F gehören. 



IV. Abschnitt. 

Planimetrisclie Aufgaben. 

Bei den hier folgenden Aufgaben sind aus Rücksicht 
auf die Verwendung derselben an höheren Schulen vorzugs- 
weise diejenigen von den vorstehnden Methoden, deren Her- 
leitung einfach und leicht ist, zur Auflösung benutzt worden; 
von den anderen ist Gebrauch gemacht, wo jene ver- 
sagen, und ausserdem in einzelnen Fällen, um die Anwen- 
dung derselben an einem Beispiele zu zeigen. 

23. Eine gegebene Linie so zu theilen, dass das Rechteck 
aus den Abschnitten am grösten wird. 

Es sei a die gegebene Linie, x und y ihre Abschnitte, 
/ das Rechteck aus denselben, oder 

a = x-\'y 
und f ^= X. y. 

Daher ist nach Nr. 12. 

max(/') = :tö% 
wenn o; = y = ^ a 

gesetzt wird. 

24. Eine gegebene Linie so zu theilen, dass das Pro- 
dukt aus dem einen Abschnitte und der wten Potenz des 
andern ein Maximum wird. 

Wenn die obigen Zeichen beibehalten werden, so ist 
a = X'\-y 
f=x.y''. 
Daher ergibt sich nach Nr. 13., dass 

X y a 

wenn - == ^ = — — - 

1 n n-\- l 

gesetzt wird. 
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Planimetrisclie Aufgaben. 



23 



Fig. 1. 



25. Einen gegebenen Winkel so zu theilen, dass das 
Produkt aus den Sinus der Theile ein Maximum wird. 

Der gegebene Winkel sei A MB = a, 

die gesuchten Theile desselben AMZ ^^ 

= (Pi und ZMB = g), das Produkt der 
Sinus dieser Winkel sei 

/= sing) sin 9,. 

Bekanntlich ist 

sing) sing?, = ^cos(g), — <p) — ^cosa 
=^cos(a — 2g))--^cosa, 

und daher 

1 — cosa 



\ 


/ 


\ 




\ 


r 


^\jf\ 



Af 



max (/") = 



sin^^«; 



9 = i« 



wenn 
gesetzt wird. 

26. Einen gegebenen Winkel so zu theilen, dass das 
Produkt aus dem Sinus des einen Theiles und der wten Po- 
tenz des Sinus des anderen ein Maximum wird. 

Unter Beibehaltung der obigen Zeichen ist 

f = sin (p sin* (p^ . 

Beschreibt man nun in Fig. l. um M mit MB einen Kreis, 
fällt von B auf MA die Senkrechte BC=aj errichtet in B 
auf BC die Senkrechte BD = x, welche die gesuchte Thei- 
lungslinie MZ in J) triflft, und bezeichnet MB mit r und MC 
mit by so ist 

MB'^ = r^ + x^ + 2bx, 



sin^i 



a 
MD 



^sin a 



also 



oder 



f = 



n + l 



MD 

a^xsina 



K(r« + 26a?+a?T"*"^ ' 






+ 2bx+x* 



n + l 
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24 IV. Abschnitt, Nr. 26-27. 

Setzt man noch zur Abkürzung 

~+i 

so ist j/-Jl^ = '^+2ör-^ + i/^% 

und diese Funktion muss zu einem Minimum werden, wenn 
f ein Maximum sein soll. 

Wird dieselbe in die Theile 

und /•3=y»«+lL:i*)li 

getheilt, wo k ein unbestimmter Koefficient ist, so nehmen 
diese nach Nr. 17. ihren kleinsten Werth an, wenn 

kr^ y«« (1— A;) 



;? und o o„,,2 



2 ~ 2(;i--l)6y2 """ 2 2n2/« 

gesetzt wird. Durch Elimination der Zahl k erhält man 

die Gleichung 

m/n + 2^ (ri — 1) i>2/» + i = r2; 

und nach dieser Gleichung, welche nach Nr. 20. auch kürzer 
hergeleitet werden konnte, ist 

...g-t -(,,-l)6-f-^(^■^l) ^6 2_|_4— ^ 

^ — ^— 27i 

Nach diesem Ergebnis, welches für die vorliegende Auf- 
gabe nur mit dem Vorzeichen + vor der Wurzel anwend- 
bar ist, erhält man auch die Grösse der Linie x durch eine 
einfache Konstruktion. Man theile den Halbmesser MB in 

Punkte 6^so, dass ^(?=-^ r und schlage um G mit MG 
einen Kreis, errichte in B auf BC die Senkrechte BD, welche 
den Kreis im Punkte D triflft, so ist BD == x und AMD der 
gesuchte Winkel g?,. 

Andere Auflösung der vorstehnden Aufgabe. 

Es ist /= sin 9? sin^^^j =^ sin (a — 9,) sin«g), , 
oder f = sin« sin^^g^i cos 9?, — cos« sin** + ^g?i. 

Setzt man hier der Kürze halber 

sma = — , cosa = — , sing), = — , cosg?, = — , 
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Planimetrische Aufgab.en. 25 

ßo ist /• = — ^^^r^^^frf , 

und die Veränderlichen x, y genügen der Bedingung 

a;2 ^ y2 __ ^2 = 0. 

Sieht man von dieser Gleichung vorläufig ab und bildet 
die Funktion 

f.^x-' + yi-r^ 

in welcher eben so wie in / die Veränderlichen fürs Erste 
voneinander unabhängig sein sollen, so ergeben sich nach 
Nr. 22. für die zusammengesetzte Funktion 

zwei Maximumsbedingungen, nämlich 

nax^'-^y— (n + 1) bx^'-i- 2Ä:r« + 2. x = 0, 
öa:»+2A:r» + 2. y^O. 

Durch Elimination von k erhält man daraus 

1) ax^ + (w + 1) bxy — nat/'^ = 0. 
Nimmt man jetzt die Bedingung 

2) /"i = oder x^ + y'^ = r^ 
wieder auf, so geht die Funktion F in die ursprüngliche / 
über, und die Gleichungen 1) und 2) bestimmen die Werthe 
von Xf y, welche zu einem Maximum von f gehören. 
Aus der Gleichung 1) erhält man zunächst 

w + 1 b y 1 

und daher 

27. Einen gegebenen Winkel so zu theilen, dass die 
Summe der reciproken Werthe der Sinus der Theile ein 
Minimum wird. 

Es sei der Winkel a in die Theile (p und q)^ getheilt, und 



/_y V 'Hl 

\x) n 



smqp ' smqpi 

Hiernach ist 



\r sinqp f sing?|/ • r smqp 



sin q>i 
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26 IV. Abschnitt, Nr. 27—28. 

und in dieser Darstellung ist oflFenbar der erste Summande 
ein Minimum, nämlich null, wenn ^ = g>j oder (p = ^a ist. 
Es wird aber nach Nr. 25. auch der zweite Summande 
ein Minimum , wenn g? = ^ « gesetzt wird , und daher ist 

minT/") = -.- — • 
^' ^ sin i a 

28. Inner einem festliegenden Winkel BCA = y ist ein 

festliegender Punkt F gegeben; es soll durch diesen eine 

Gerade AB so gelegt werden, dass 

a) die Linie AB, 

b) der Umfang des Dreieckes ABC, 

c) der Inhalt des Dreieckes ABC 
am kleinsten wird. 

a) Wird FB || AC, FE\\ BC ge- 
zogen und BD = x, FF=a, FD = b, 
AB = z gesetzt, so ist 

FB = yb^-\-x'^ — 2bxcosy, 

FA = ^' j/b^-}-x'^^2bxcosy, 

folglich 

z^=x'+ 2{a-booBy)x+ ^-^i^-^^^^r) + ^ ^a^^b^^iabcosy. 

Soll diese Funktion ein Minimum werden, so muss nach 
Nr. 19. die Veränderliche x der Bedingung 

x-}'2(a — bcoBy) '—^ ^^ ^3- = 

genügen oder der Gleichung 

X* -\- {a — bcosy) x^ — ab {b — öcosy) x — a^b"^ = 0. 
Einen Wurzelwerth erhält man leicht, nämlich 

X = — a; 
es wird aber dadurch nicht die gesuchte Gerade AB son- 
dern nur die Gerade FC bestimmt. Daher muss der ge- 
suchte Werth von x eine Wurzel der Gleichung 

x^ — ftcosy. x'^ 4" ö^cosy. x — ab*^ = 

sein, welche entsteht, wenn man die obige durch x -{- a 
dividiert. 

Nimmt man insbesondere an, dass y = 90^, so ist nach 
der vorstehnden Gleichung 
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Planimetrischc Aufgaben. 27 

und daher 



oc = }/ab'- 



min{z^) = {/ä^ + j/b'^f. 

b) Wird unter Beibehaltung der übrigen Zeichen der 
Winkel CAB mit a und der Umfang des Dreieckes CAB 
mit u bezeichnet, so ist 

8ina' Bina ' 8iii(a-f-y)' 8m(a+y) ' 

also 

u = -A-- (siny+siii(«+y)) + ^:— ;^ — i — r • (smy-\-sina)4-a-\-b, 
j sinfy + Ja) , , cosACy — a) , , , 

oder u= a. — ^:T^ ^ + b, — ff^^ — - + a 4- b. 
sin^a ' co3^(y+a) ' • 

Durch Umformung erhält man zunächst 

u = asmycoi^a+b. ^^±^h + ^r + acosy + b, 

und wenn man darin 

cot^a = z + tng^^y . 
setzt, so entsteht 

u = 2sm^y(azco^y + 7^^)+^^ + ^^' 
Daher ist nach Nr. 4. 

min(w) = 2a + 2^ + 4sin^y V^, 
und der zugehörige Werth der Veränderlichen z genügt 
der Gleichung 

oder es ist cot^a = tng^y + ^J^ • y^ . 

Für den besondern Fall, dass Winkel y ein Rechter ist, wird 

min (m) = 2 (« + & + y2ab) 

coti« = 1 + ^^ , 

a + y2ab 



und 

also BD = b. 



b + y2ab ' 
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28 IV. Abschnitt, Nr. 28 — 31. 

c) Zur Bestimmung des Dreieckes vom kleinsten In- 
halte / dient die Gleichung 

/ = ^2^siny (x + — j + absiny. 

Daher ist nach Nr. 4. 

min(/*) = 2absinyy 
wenn x = a 

gesetzt wird. 

29. Ein Dreieck, von welchem zwei Seiten gegeben sind; 
so zu zeichnen, dass der Inhalt desselben am grösten ist. 

Bezeichnet man die gegebenen Seiten mit a und ö, den 
eingeschlossenen Winkel mit y, den Inhalt mit /", so ist 
bekanntlich 

/'=^absinyy 

und diese Funktion erreicht ihr Maximum, wenn siny am 
grösten oder 1 ist. 

Bezeichnet man dagegen die dritte Seite mit z, so ist 

(^a-\-b+z){a-i-b^z){z + a-b){z-^a + b)= 16/^ 
oder [(a+&)2— z2][z2_(a-^^)2] = IGA 

Dazu ist 

[(^a + by — z^]-i-[z'^ — {a-by]=4ab, 

also erreicht nach Nr. 12. die Grösse 16/2 ihr Maximum, 

nämlich 

max (16/2)= 4^2^,2^ 

wenn {a-\-by — z^=z^—{a—by=2ab 

oder z^ = a^ + b'^ 

gesetzt wird. 

30. Ein Dreieck, von welchem eine Seite und der Um- 
fang gegeben ist, so zu bestimmen, dass der Inhalt ein Ma- 
ximum wird. 

Bezeichnet man die Seiten mit öt, t/j z, den Umfang mit 
w, den Inhalt mit /, so ist 

{(^ + y + z)(a+y-z)ia^y+z)(-a + y + z) = Wp 

oder ^u-2z)iu- 2y) = ^^^^^^ • 

Dazu ist (m — 2z)-\-(\i — 2y) =^2«, 

also ist nach Nr. 12. 
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Planimetrische Aufgaben. 29 

V«(m — 2a)/ 
oder max (P) == j^- • a^u{u — 2a), 

"wenn 

u — 2z=u — 2y=a 
oder 2/=z=^(ii— rt) 

gesetzt wird. 

31. Ein Dreieck, von welchem der Umfang gegeben ist, 
so zu bestimmen, dass der Inhalt am größten wisd. 

Bezeichnet man mit a:, y, z die Seiten, mit u den Um- 
fang und mit f den Inhalt, so ist 

oder 

Dazu ist 

{x+y—z)-{-{x—y + z) + {—x+y-{-z) = u\ 

alßo nimmt — ^ nach Nr. 12. den grösten Werth an, nämlich 

oder es ist max {p) = — - • u^ ^ 

wenn 

oder x=y=z=\u 

gesetzt wird. 

Anmerkung. Wenn die vorliegende Aufgabe dahin 
abgeändert wird, dass nicht zu dem gegebenen Umfange 
das Dreieck vom grösten Inhalte, sondern zum gegebenen 
Inhalte das Dreieck vom kleinsten Umfang bestimmt wer- 
den soll, so genügen dafür die obigen Gleichungen in fol- 
gender Form: 

[ix+y^z) iTii] + [ix-y+ z) ^w] +[(-a;+y+z) ^J= j^^. 
Daraus ergibt sich nach Nr. 11. 
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30 IV. Abschnitt, Nr. 31—34. 

min (^4) = 3 ^/2, 
also min (w) == ^432/^, 

und 

32. In einen gegebenen Kreis das Rechteck zu zeichnen, 
von welchem 

a) der Umfang, 
• b) der Inhalt 

ein Maximum ist. 

a) Bezeichnet man den Halbmesser des gegebenen Krei- 
ses mit r, die Seiten des gesuchten Rechteckes mit x und y, 
den Umfang mit u und den Inhalt mit /*, so erhält man 
leicht folgende Gleichungen 

x^ -{- y"^ = 4r2, 

2x + 2y = 74. 

Um den grösten Werth von u zu finden, multipliciere man 
die erste Gleichung mit 8 und subtrahiere das Quadrat ^er 
anderen; dadurch entsteht 

4(a; — y)2 = 32r2-~ i|2. 
Also ist max (w) = 4r^2, 

wenn x = y = r }f2 

gesetzt wird. 

b) Zur Bestimmung des Rechteckes vom grösten In- 
halt dienen die Gleichungen 

a;^ + y^ = 4r2, 
xy = f. 

Das Maximum kann auch hier leicht gefunden werden, 
denn es ist 

{x — yy = 4r2 - 2f, 
also ' max (/) ==z2r^y 

wenn x =^y = r j/W. 

33, In einen gegebenen Halbkreis das Rechteck zu 
zeichnen, von welchem 
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Planimetrische Aufgaben. 31 

a) der Umfang, 

b) der Inhalt 
ein Maximum ist. 

a) Unter Beibehaltung der obigen Zeichen genügt das 
Rechteck vom größten Umfange den Gleichungen 

ix^ + y^ = r\ 

Daher ist 

u = 2x + }/4r^ — x^y 

und dazu ist, wfe oben unter Nr. 9., 

(2a; + /4r2 — a:2f + (a; — 2 /4r2 — a;2/= 20r2, 
also ist w2 = 20r2 _ (a: — 2 /4r2— a;'^/, 

und max(w) = 2r/5^ 

wenn a: = f r^5, y = ^r ^ 

gesetzt wird. 

b) Das Rechteck vom grösten Inhalte ist aus den 
Gleichungen 

\x^ + y2 = ^2 

x.y = f 
herzuleiten. Man erhält es nach Nr. 12. aus den Gleichungen 

i^' + y' = '-% 

nämlich« 

max (i/*^) = \r^y also max (/) = r^, 

wenn ^x = y = ^r ^2 

gesetzt wird. 

34. In einen gegebenen Halbkreis des Trapez zu zeich- 
nen, von welchem 

a) der Umfang 

b) der Inhalt 
ein Maximum ist. 

a) Es sei r der Halbmesser des gegebenen Halbkreises, 
2r die eine, 2x die andere Grundlinie; s die Seite, y die 
Höhe, u der Umfang und f der Inhalt des gesuchten Tra- 
pezes. In diesen Zeichen dienen die Gleichungen 
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32 IV. Abschnitt, Nr. 34—35. 

2r-{-2s + '2x = u, 
2r{r — x) = s^ 

zur Bestimmung des Trapezes vom grösten Umfange. Aus 
der letztem folgt zunächst 

s = }/2r{r—x)f 
und durch Einsetzung dieses Werthes entsteht 
}/2r{r — x) — (r^x) = ^u — 2r 
oder j/F-^'x {j/2r — j^r — x) = ^u —- 2r, 

Dazu ist ]/r —x + (j/2r — -/F^^x) = }/2r\ 
daher nach Nr. 12. 

max (^w — 2r) = ^r 
oder max (w) = 5r, 

wenn ^r — a: = /2r — /r^~i = ^ /2r 

oder x = ^r 

gesetzt wird. 

b) Das Trapez vom grösten Inhalt genügt den Glei 
chungen 

{r + x)y=f, 
x^ + y^ == r^. 
Daher ist (r + x) j/r^~^^ = /, 

oder (r + a;)3.(r — x) == p\ 

dazu ist (r + o;) + (r — o:) = 2r, 

und daher nach Nr. 13. 

max {p-) = 33. Q' 

oder max (/*) = ^r^ . j/3^ 

wenn -T =_..._=_, 

oder a; = 1 r und y = ^r ^3 

gesetzt wird. 

35. In einen gegebenen Kreisausschnitt ein Rechteck so 
zu zeichnen, dass eine Ecke in den Bogen, zwei in den einen 
und eine in den andern Halbmesser fällt, und 
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a) der Umfang, 

b) der Inhalt 
ein Maximum wird. 

a) Es sei AMB der gegebene Ausschnitt, AMB = a, 
MA = r, BC = ö, MC = &, XYZV das gesuchte Rechteck, 
XY=ZV=^x,YZ=VX=y, «der Fig. 3. 
Umfang, f der Inhalt desselben. J) r «* 

Daher ist 



und 
also 



i« ==a; + y 



y 



Yr^ — x} — 



X, 



Xu = (" — b) X -\- a Vr^ — x^ 
a 

Dazu ist 



/ \ 



n 
r 

c 

K 
M 



[{a—h)x+ai/r'^-x'^Y+[^^— («— ^>) }/r'-x'^X=r'^ [ö^+(« -h?'], 



folglich 



\^''--„,:W + {a-bn^[x 



j/r'—x^y, 



und daher max(^w') = ^ • [0^ + (« — ^Y]} 
oder 



a 
2r 



max(t/) ^^-^j/a-^^ia-bf, 



wenn 



y = 



{a — b) r 
Va^+{a-b)^' 
(rt« — ab + h^)r 



aya^~+{a — bf 

gesetzt wird. 

Der Werth von x zeigt, dass es nur dann, wenn a^b 
oder a > 45® in dem Kreisausschnitt ein Rechteck gibt, 
dessen Umfang ein Maximum ist. Wenn a = by so geht 
das gesuchte Rechteck in den doppelten Halbmesser über.. 

b) Das Rechteck vom grösten Inhalt genügt den 
Gleichungen 

x.y=f 



und y = j/r^ — x'^ 

HETiiEBMANiT , Maxima and Minima. 



X. 
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34 IV. Abschnitt, Nr. 35 — 37. 

Wird aus der letztern das Wurzelzeichen entfernt, so geht 
sie über in 

r'^x^ -j_ 2ahxy -\- a^y^ = a^r^'^ 

wenn man nun die Gleichung 

2ö(r + 6) a;y = 2a (r + h)f 
subtrahiert, so erhält man 

(rx — ayY = a^r'^ — 2a{r-\-h)f\ 
und daraus folgt 

wenn rx = ay 

gesetzt wird. 

Diese Gleichung oder die Proportion 
X : y = a\ r 
zeigt, dass der Winkel AMB durch MZ halbiert ist. 

Bezeichnet man den Winkel ZMB mit 9, so ist 

rsinop 

y = —' — - > 

^ sina ' 

a: = r sin (a — 9) •, 

also / = !:!!iE5'_8M«JZJP) . 

sina 

Diese Funktion ist aber nach Nr. 25. ein Maximum, wenn 
g) = ^ a ist. 

36. In einen gegebenen Kreisausschnitt ein Rechteck so 
zu zeichnen, dass zwei Ecken in den Bogen und in jeden 
Halbmesser eine fällt, und 

a) der Umfang, 

b) der Inhalt 
ein Maximum wird. 

Werden dieselben Zeichen, wie in der vorigen Nummer 
beibehalten, so ergeben sich die Gleichungen 
2x + y = -^u, 
2xy = r, 



=-j/r^-x^- ^-x, 



und daraus können die gesuchten grössten Werthe in der- 
selben Weise, wie oben, hergeleitet werden, nämlich 
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PI an imet rieche Aufgaben. 35 

max (w) = ^J j/ä^'~+ {2a — by 

und max (f) = -^ ^ • 

37. Um einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu zeichnen, 
von welchem 

a) der Umfang, 

b) der Inhalt 
ein Minimum ist. 

a) Bezeichnet man den Halbmesser des gegebenen Krei- 
ses mit Q, die Winkel des gesuchten Dreieckes mit a, ß, y, 
den Umfang mit u und den Halbmesser des umgeschriebe- 
nen Kreises mit r, so ist 

2r (sina -f- sin/3 -|- siny) = u 
oder 8rcos ^ cos ^ cos -|= w 

und 4rsin y sin ^ sin -|- = q. 

Daraus folgt 

tng|t„g4tng| = V^ 
oder 

tng I t„g f tng A tng | • tng X tng | = (^/; 

und dazu ist bekanntlich 

tng y tng I + tng 1^ tng |- + tng | tng y = 1 , 
mithin ergibt sich nach Nr. 12., dass 

oder min (w) = 6() /3, 

wenn 

tng f tng I = tng |- tng |^ = tng |- tng | 

oder a = /3 = y = 60^ 

gesetzt wird. 

b) Das Dreieck vom kleinsten Inhalt kann in gleicher 
Weise ermittelt werden; es ergibt sich die Auflösung aber 

3* 
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IV. Abschnitt, Nr. 37—38. 



auch aus dem Vorstehenden, da das umgeschriebene Dreieck 
aus drei Dreiecken, welche den Halbmesser des gegebenen 
Kreises als Höhe enthalten, zusammengesetzt ist. 

38. Es soll zu einem gegebenen Kreise ein Dreieck so 
gezeichnet werden, dass zwei Seiten denselben berühren, 
die dritte durch den Mittelpunkt geht und 

a) die Summe der berührenden Seiten 

b) der Umfang, 

c) der Inhalt 
ein Minimum wird. 

a) Es seien a, ß, y die Winkel des gesuchten Dreieckes, 
8 die Summe der beiden berührenden Seiten, u der Umfang, 
fig. 4. f der Inhalt des 

A ' Dreieckes; fer- 

ner sei M der 
Mittelpunkt des 
gegebenen Krei- 
ses, MF= g der 
Halbmesser und 
MA=d der Ab- 
stand des Mittel- 
K Af D ^ punktes von der 

gegenüber liegenden Ecke des Dreieckes. 
In diesen Zeichen ist 




dsin 



AB. 



(1+^) 



AC = 



sinß ' 



siny 



und daher s=2dcoB^a-^dsm^a(coiß-^Qoty). 
Nimmt man nun vorläufig an, dass a, also auch d bekannt 
sei, so muss die Summe cot/3 -|- coty zu einem Minimum 
werden. Es ist aber 

cot/3 -\- coiy = 



cos {ß — y) -f- cos a 
und daher am kleinsten, wenn der Nenner am grössten oder 
ß = y = ^7C-^ i« 



ist. 



Hiernach ist s = 2dcoB^a -|- 2e/sin^atng^a, 



Digitized by 



Google 






oder s = r— , 

dazu ist e? = -r^r— , 

also s = ^ 



Planimetrische Aufgaben. 37 

2d 



sin a 

Soll nun dieser Quotient ein Miniraum sein, so muss sin« 
am grössten, oder a = 90® sein; und daher ist 

min {s) = 4(>. 

b) In den obigen Zeichen ist 

sinjS ' siny ' 

sinp ' smy ' 

und daher 

u = 2^cos4^a + ^sin^a (cot^/3 + cot^y). 

Nimmt man auch hier wieder für*s Erste an, dass d und a 
gegeben seien, so muss die Summe cot^/3 -(- cot^y zu einem 
Minimum gemacht werden. Nun ist aber 

cot4i3+ cot4y= — ^,o^ \^ ' 1 9 
^^ ' ^^ cosi(P — y) — sin^a ' 

also am kleinsten, wenn der Nenner am grösten oder 

ß = Y = ^7C — ^a 

ist. 

Da hiernach das Dreieck ABC gleichschenklig und 

d= — ^ =-^- 

sin^a cos|3 ' 

so ist u == 2^tng/3 + 2Qcot^ß 

_ ^9 . -y/ 1 + COSP 
ZOBßr 1 



Setzt man nun 
so erhält man 



cos ß r 1 — cos p 



Q 

cosjJ ^' 



oder ^ = a;2_|_4pa;_|_^ + 5p 
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38 IV. Abschnitt, Nr. 38-39. 

Um den kleinsten Werth dieser Funktion zu finden, zerlege 
man dieselbe in die Theile 

A = ^^ + 4/:(>a; 
und /-^ = 4 (1 — >t) ^o: + ^ + öq\ 

Dann -nimmt f^ den kleinsten Werth an, wenn 

^ Q 
und /'2 ? wenn 1 — k = ^ , 

also tritt das Minimum von u ein, wenn 
x^ + 2(>^2 _ ^3 = 0. 
Dieser Gleichung genügt zwar der Werth 

da aber durch diesen kein Minimum von u bestimmt wird, 

so ist 

X^ -^ QX — ()^ = 0, 

oder ^ = i(> (— 1 i 1^)- 

Daher ist ** 

sin^a = cos/3 = ^--^ = ^(- 1 + /5); 

da aber ß ein spitzer Winkel sein muss, so ist für die vor- 
liegende Aufgabe nur der Werth 

sin^a = cos/3 = ^(— 1 + j/5) == 2sinl8« 
zulässig. Mithin ist 

i« = 38« 10' 23", ß = 5P 49' 37". 
Setzt man den gefundenen Werth oben ein, so erhält man 
min (w2) = 1^2(1 4-/5)^ 

Die Konstruktion des gesuchten Dreieckes ergibt sich 
leicht aus der Gleichung 

MA = ip (1 + Vö) = ip + j/q^ +{ür- 

Die Seiten des Dreieckes MAB genügen der Proportion 
MF^ : MB^ : MA^ : AB^ = \ : L+/i : (i +-'^)' : Q^p-") . 



Digitized by 



Google 



Planimetriscbe Aufgaben. 



39 



c) Wenn wie oben die Summe der Seiten AB -\-AC am 
kleinsten ist, so gilt dasselbe auch von dem Inhalte des 
Dreieckes ABC, da dies aus den Dreiecken MAB und 
MBCf welche beide die Höhe q haben, zusammengesetzt ist. 

39. Es soll ein Dreieck so gezeichnet werden, dass 
zwei Seiten einen gegebenen Kreis berühren, die dritte den- 
selben in einem gegebenen Abstände vom Mittelpunkt schnei- 
det, und 

a) die Summe der berührenden Seiten, 

b) der Umfang, 

c) der Inhalt 
ein Minimum wird. 

a) Es seien a, ß, y die Winkel des gesuchten Drei- 
eckes, s die Summe der berührenden Seiten, u der Umfang, 
f der Inhalt des Drei- 
eckes ; ferner sei M der 
Mittelpunkt des gege- 
benen Kreises, MF=q 
der Halbmesser dessel- 
ben und MB = c der 
gegebene -Abstand des 
Mittelpunktes von der 
Grundlinie de3 Drei- 
eckes. Um diese Auf- 
gabe allgemein zu lö- 
sen, nehme man vor- 
läufig an, dass der c 
Winkel « gegeben sei. 
Bezeichnet man dann 
ohne die Halbierungslinie des Winkels a nämlich AE mit d, so ist 



Fig. 5. 




d = 



+ 



sin^a 1 Bin {^cc-^ß) 



Ferner ist 



folglich 



sin R ' sin y ^ 



sin |3 
AB = Q (cot^a -}- cot/3) + 

AC = Q (cot-^a -|- cot y) -\- 



c 
sinß ' 

c 
siny 
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40 IV. Abschnitt, Nr. 39. 

Daher ist die Summe 

s = 2QC0iia + Q (cot/J + coiy) + c (^^^ +.^Vy) ; 

und darin ist der erste Summande nach der hier gemachten 
Voraussetzung unveränderlich; der zweite ist, wie unter 
Nr. 38. gezeigt, am kleinsten; wenn 

und auch der dritte nimmt nach Nr. 24. den kleinsten Werth 
an, wenn 

ß = r 

gesetzt wird. Daher ist für einen gegebenen Werth von a 
die Summe der berührenden Seiten am kleinsten, wenn 

das Dreieck ein gleich- 
schenkliges ist. In die- 
sem (Fig. 6) ist dann 

Rin-^a cos-^a ^ 
und der Winkel a so zu 
bestimmen, dass s ein 
Minimum wird. 
Setzt msfta 
Q + CBm^a = X, 

also sin^a = ^— -^ , 

9 1 C' (^ P)' 

cos^a= ^2—^. 




so ist 






oder 
4 c 



- = C^ — 6^2 — hc^ — 4:QX — 



29(2p« 



■C^) ^ Q^iQ 



^ J 



4c* 

Da nun s ein Minimum sein soll, so muss der Quotient -7 
ein Maximum und von diesem wieder die veränderliche Funktion 



2q{2q^ 



_}•'_) , £*(£^^) 



r=x^-4Qx- ^ , ^^ 

ein Minimum werden. Hierfür aber findet man nach def 
oben unter Nr. 20. entwickelten Methode die Bedingung 
x^ — 2qx^ + Q (2p2 _ c^) X — Q^ ((>2 — c^) = 0. 
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Aus dieser kann noch der Faktor x — p, welcher kein Mi- 
nimum von s bestimmt^ entfernt werden; dadurch erhält 
man die kubische Gleichung 

Ol? — QX^ — Q^x -\- Q {q^ — c^) = 0, 

welche sich im* Allgemeinen nicht auf quadratische Glei- 
chungen zurückführen lässt. Setzt man darin statt x den 
obigen Werth (> -f- csin^a, so nimmt sie die Form 

QCOBa = csin^^a 
an. 

b) Auch hier ergibt sich zuerst und zwar in derselben 
Weise wie vorher, dass das. gesuchte Dreieck ein gleich- 
schenkliges ist. Dann ist ferner 

COS -^ CK 

und daher ist 

^ sin^of F 1 — sin^a 

Setzt man nun 

X = -r^. p, 

Q 



sin Xa = — -. — 



also 

so erhält man 

oder 

i«' = a;^ + 2(2p + c)a; + ^?i^* + (5(»+c)(9 + c). 

Diese Funktion besteht aus den veränderlichen Theilen 
fi = x^ — 2k{2Q-^c)x, 

f, = 2(Ä + 1) (2p + c)x + ?i(^+ii', 

welche ihren kleinsten Werth annehmen, wenn 

k — —^^— 
29 + c 

und /, + ]=|i££h^. 
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42 IV. Abschnitt, Nr. 39 — 40. 

Durch Elimination von k erhält man die Gleichung 

x^ + {2q -\-c)x^ — q{q-{- cY = 0, 

aus welcher die Veränderliche x zu bestimmen ist. Zunächst 
genügt dieser Gleichung die Wurzel 

ohne dass dadurch ein Minimum von u bestimmt würde. 
Nach Entfernung des Faktors x-^ q-\-c bleibt die Gleichung 

x'^ -{- QX — Q^ — QQ = 0, 

und daher ist 



Auch von diesen beiden Wurzeln ist für die vorliegende 
Aufgabe nur der . positive Werth zulässig, da durch den 
negativen Werth von x auch sin^a negativ wird. 

Die Konstruktion der Linie x und eben so der Linie 
MA = Q-\-x kann nach der obigen Gleichung leicht aus- 
geführt werden. 

c) Auch in Bezug auf den Inhalt lässt sich nachweisen, 
dass unter allen Dreiecken, deren Ecke A denselben Ab- 
stand vom Mittelpunkte haben, das gleichschenklige den 
kleinsten Inhalt hat. Der Inhalt eines solchen gleichschenk- 
ligen Dreieckes ist 

Setzt man nun 






X = -.-V + c 

SO ist r — 



also 



1 2 c p« — ( 

X^ X^ X* 



Damit nun / ein Minimum sei, muss diese Funktion ^ ein 
Maximum werden. Theilt man dieselbe in 



und ^2 



. k 2c^ 

'^ ~ x^ a^ 

1 - A; p« - 
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so wird nach Nr. 18. jede dieser Theilfunktionen den grösten 
Werth annehmen, wenn die Zahl k den Gleichungen 



und 



1 



k = 
k 



3c^ 

X 



genügt. Hieraus erhält man durch Elimination von k die 
die Gleichung 

und daher ist 



Für das gesuchte Dreieck muss 

a; — c = ^c + j/2^2ipy^ 

positiv sein, und daher kann nur der eine Werth für die 
vorliegende Aufgabe in Betracht kommen. 

Auch die Konstruktion des Dreieckes vom kleinsten 
Inhalte ergibt sich leicht aus dem vorstehenden Werthe 
von X — c. 

40. Beschreibt man um einen beliebigen Punkt in der 
. Halbierungslinie eines gegebenen Winkels mit einem gege- 
benen Halbmesser einen Kreis, so 
sind die 4 Schnittpunkte in den 
Schenkeln des Winkels die Ecken 
eines Trapezes. Es soll der Punkt 
in der Halbierungslinie so bestimmt 
werden, dass 

a) der Umfang, 

b) der Inhalt 
dieses Trapezes ein Maximum wird. 

a) Es sei der gegebene Win- 
kel BOA = 2« durch OE halbiert 
und um den Punkt M in OE mit 
dem Halbmesser ö^ = r ein Kreis 
beschrieben, welcher die Schenkel 
in den Punkten A, B, C, D trifft. 
Zieht man noch die Sehnen AB 
und CD, welche OE in E und F schneiden, fällt von M auf 
AB die Senkrechte MG und bezeichnet OM mit x, BG=GA 
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44 IV. Abschnitt, Nr. 40. 

mit y, den Umfang mit u, den Inhalt mit /, so ist 

OG=xcosa, OD=xcosa — y, ö^=a:cosa+y, 
CF=FJh=(xcoBcc — y)sina, /4E= i?^=(a;cosa+y)sina; 

daher ist \u = ^rsinci: cos« + y 

und x'^Bin'^a -\- y^ = r^, 

also auch ^u = xsina cosa -f" V^'^ — a:^sin^a. 

Nun ist aber, wie unter Nr. 9., 

(a:sina cosa-|-^r2 — a:^sin2a)-|-(a:8ina — cosaj/r^ — x'^&m^ay 

= r^{l + cos^a), 
also 

^w2 = r^(l -|_ cos^a) — (xsina — cos« |f/r^— a:^sin^a)^. 

Nach dieser Gleichung ist 



max(w) = 4r ^ 1 + cos^a, 



wenn 



oder X 



a;sina = cos« j/r'^ — oj^sin^a, 
rcota 



yi-\- cos*a 



und y = ,. ^ — 

Vi + cos'a 

gesetzt wird. 

Hiernach kann man auch leicht die Halbsehne y durch 

Konstruktion bestimmen, denn sie genügt der Proportion 



^ Kr*+r2co8*a 

Der gröste Umfang oder max (w) nimmt mit wachsendem 
Winkel a ab ; er hat den grösten Werth , wenn a = ö 
oder die Schenkel des Winkels parallel sind, dann ist nämlich 

max(w) = 4r^2. 

Je grösser der Winkel a ist, desto näher rückt der Mittel- 
punkt des Kreises dem Scheitel des Winkels. Für eine ge- 
wisse Grösse von a geht der Kreis durch den Scheitel des 
Winkels; dann ist OD = 0, also 

ojcosa — y = 0. 

Dazu ist — = cota, 

y ^ 
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folglich sin« = cos^a, 

oder sin« = ^A^IA. = 2 sin 18», 

also ' « = 38 MO' 23". 

Wenn a noch grösser wird, so fällt der Scheitel des Winkels 
innerhalb des Kreises, zugleich wird der obige Ausdruck 

CF = FD = (a;cosa — y) sin« 

negativ und desshalb wird aus obiger Darstellung des Um- 
fangs die Summe von drei Seiten vermindert um vierte. 
Diese Differenz wird nun mit wachsendem Winkel a immer 
kleiner und erreicht den kleinsten Werth 4r, wenn « ein 
Rechter ist. 

b) Mit Bezug auf die obige Figur ist 

also /== 4a:ysina cos^a, 

oder x^ sin^a^. tp- = — — -. — Z^. 

^ 16 cos* a ' 

Dazu ist oj^sin^a -|- ^2 ___ ^2^ 

also nach dem unter Nr. 12. hergeleiteten Satze 

\ 16 cos*« / 47 

oder max (f) = 2r'^ cos^ a , 

wenn o^^sin^a = y2 __ ^^.2 

gesetzt wird. 

Da hiemach die Seite des gesuchten Trapezes die Seite 
des Quadrates im Kreise vom Halbmesser, so kann auch 
der Mittelpunkt des Kreises durch eine leichte Konstruktion 
bestimmt werden. 

Wenn der Winkel a = 0, so geht das Trapez vom 
grösten Inhalt in ein Quadrat über. Mit der Vergrösserung 
des Winkels a rückt der Mittelpunkt des Kreises dem Schei- 
tel des Winkels näher. Wenn a = 45® ist, so liegt der 
Scheitel auf dem Umfange des Kreises und das gesuchte 
Trapez geht in ein rechtwinkliges Dreieck über. Wenn 
endlich a > 45®, so wird das Trapez zu einem überschlage- 
nen; und der Inhalt von diesem, iiämlich der Unterschied 
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46 V. Abschnitt, Nr. 40-42. 

der beiden Dreiecke, in welche es durch den Scheitel des 
gegebenen Winkels getheilt wird, wird mit wachsendem 
Winkel a immer kleiner und endlich null, wenn a = 90*^ ist. 

41. Den Kreisausschnitt zu bestimmen', welcher bei ge- 
gebenem Inhalt den kleinsten Umfang hat. 

Bezeichnet man den gegebenen Inhalt mit fy den Um- 
fang des gesuchten Ausschnittes mit w, den Halbmesser 
desselben mit x^ den Mittelpunktswinkel mit «, so ist 







^. + (360- 


Jtx\ 


= i« 


und 




/ a 
^ ' V360 ' 


7tx\ = 


= /•. 


Daher ist nach Nr. 11. 






wenn 


M 


min (u) 
^=360* 


= 4 

TtX = 


fr, 


gesetzt 


wird. 


Daher ist 

X = 


= ^7 




und 




« = 


3600 





Auch für die umgekehrte Aufgabe, den Kreisausschnitt 
zu bestimmen, welcher bei gegebenem Umfange den grösten 
Inhalt hat, ergibt sich die Auflösung sogleich nach Nr. 12. 
aus den obigen Gleichungen. 



V. Abschnitt. 
Stereometrische Aufgaben. 

42. Es soll in eine gegebene Kugelfläche dasjenige 
rechtwinklige Parallelepiped gezeichnet werden, von welchem 

a) das Volumen, 

b) die Gesamtoberfläche, 

c) die Mantelfläche nebst einer Grundfläche, 

d) die Mantelfläche 
ein Maximum ist. 

a) Es sei r der Halbmesser der gegebenen Kugelfläche, 
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Xy yj z die Kanten des gesuchten Parallelepipeds , v das Vo- 
lumen; m die Mantelfläche und g eine Grundfläche desselben. 
In diesen Zeichen ist 

und xyz = v 

oder x'^, y^. z^ = r^. 

Daher ergibt sich durch Anwendung des unter Nr, 12. ent- 
wickelten Satzes 

max(!;) == r^ 1/ — 

und a:^ = y^ = z^ = ^r'^. 

Das gesuchte Parallelepiped ist mithin ein Würfel. 

b) unter Anwendung der obigen Zeichen genügt das 
Parallelepiped von der grösten Gesamtoberfläche den 
Gleichungen 

;w -|- 2^ === 2xy + 2yz -\- 2zx. 
Setzt man /"= a;^ + j/^ + z^ — 4r2 

und bildet die Funktion 
F=m']'2y-}-k/'=2xy+2yz + 2zx+kx'^ + ky^-\-kz'^-Ur\ 

so kann man in dieser die Kanten y und z als unveränder- 
lich und die Kante x allein als veränderlich ansehn; 
daher ergibt sich nach Nr. 22. als Bedingung eines relativen 
Maximums derselben 

y -}- z -^ kx = 0. 
Eben so entsteht; wenn man y und z nach einander als 
allein veränderlich setzt, 

X -}- z -}- ky = 
und y -{- X -\- kz = 0. 

Durch Elimination des Koefficienten k ergibt sich 

x = y = z = r]/^, 
und daher ist 

max {m -f- 2y) = 8r^. 
Es ist auch diess Parallelepiped ein Würfel. 

c) Das Parallelepiped, an welchem die Summe von 5 Flä- 
chen am grösten ist, wird bestimmt durch die Gleichungen 
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48 V. Abscbnitt, Nr. 42 — 4S. 

m-\-ff = 2xy -\- 2yz -\- zor, 
Ar^ = 0:2 _|_ y2 _j_ ^7 

Wenn man diese zu der Funktion 

F=m'^g-\-fk=2xy-\-2yz-\-zx-\-kx*^'^ky^-\-kz^—Akr^ 

verbindet und darin der Reihe nach Xy y, z als allein ver 
änderlich ansieht, so erhält man nach Nr. 22. als Bedingan- 
gen für die relativ grösten Werthe derselben folgende drei 
Gleichungen 

2y + ^ + 2kx = 0, 

2x + 2z + 2A:y=0, 

Wird aus diesen Gleichungen zunächst der Koefficient 
k eliminiert; so erhält man die Gleichungen 
4x^ = 4z2 = 2y2 ^ ^y^ 

und durch die Verbindung derselben mit dem obigen Werthe 
für die Summe der Kantenquadrate die Grössen der Ver- 
änderlichen, welche zu einem absoluten Maximum gehören, 
nämlich 

x' = z^ = r^il-\-yi^),y' = 2r^{l-Vii) 
und endlich 

max (»I + y) = r^ (1 + ^33). 

d) Die Mantelfläche eines Parallelepipeds, welches der 
Kugelfläche vom Halbmesser r eingeschrieben; ist 

m = 2xy + 2zy, 

und die Kanten genügen der Gleichung 

^^ + y^ + ^^ = 4''^- 

Nimmt man vorläufig an, es sei das Verhältnis der Grund- 
kanten gegeben, also 

z = nx, 

so ist x^ '^- z'^ = fn-] \ • xz 

und X '^- z = (/n~+ l/— ) • j/xz. 

Daraus folgt durch Einsetzung 
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Stereometrische Aufgaben. 49 

oder („ + i,) . ... y^ = i «.^. ^-"^^^-y , 

und ( n -f j . a:z + y^ = 4r^ 

Wendet man nun auf diese Gleichungen den oben unter 
Nr. 12. hergeleiteten Satz an, so ergibt sich 

max (rri) = 4 r^. - — - ** 
und x'^ + ^^= y^ = 2r2; 

oder ^'=;ß$i, ^' = ^ . y' = 2r^ 

Das hier gefundene Maximum kann nun noch durch Be- 
stimmung des Verhältnisses n vergrössert werden. Es ist 
nämlich 

max (m) = 4r2 , y \ ^ P 

und nach Nr. 4. nimmt n A den kleinsten Werth d. i. 

' n 

2 aU; wenn n == 1 gesetzt wird, daher ist der unbedingt 

gröste Werth 

max {m) = 4r^. ]/ 2 

und X = z = ry y =r ^2, 

d, h. die Höhe dieses Parallelepipedes ist gleich der Diago- 
nale der Grundfläche. Zur Bestimmung dieses Maximums 
konnte auch das obige Verfahren angewandt werden, und 
eben so hätte man die vorigen Maxima durch Einführung 
des willkürlichen Verhältnisses n = z : x in ähnlicher Weise 
wie hier finden können. 

43. Es soll ia eine gegebene Kugelfläche ein gerades 
dreiseitiges Prisma gezeichnet werden, von welchem die 
Grundflächen -die Winkel «, ß, y enthalten und 

a) das Volumen, 

b) die Gesamtoberfläche, 

c) die Mantelfläche nebst einer Grundfläche, 

d) die Mantelfläche 
ein Maximum ist. 

Heilckhakn, Maxima und Minima. 4 
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50 V. Abschnitt, Nr. 43—45. 

Es sei r der Halbmesser der gegebenen Kugelfläche, y 
die Höhe des gesuchten Prismas, x der Halbmesser des der 
Grundfläche umgeschriebenen Kreises, v das Volumen, m 
die Mantelfläche, g eine Grundfläche des Prismas. 

In diesen Zeichen ist 

40?^ -{- y^ = 4r2, 

2x^1/ sin« sin^ sjny = v, 

2a;y (sina-f- sin/J+siny) -j* 4a;^sina sin/J siny = w + 2^ 

2a;y(sina-j-sin/J + siny)4-2a;^sina sin^ siny = »i4-^j 

2a;y(sinc( + sin/J + siny) = m. 

Durch Verbindung dieser Gleichungen erhält man leicht die 
gesuchten Maxima. Setzt man zur Abkürzung 
sin« sin/J siny = p, 
sin« -j" sin/S + siny = s, 
so ist: 

a) max (t;^) = |4^ 1?^ r^ . 
wenn a;2 _« |y.2^ ^2 _. |.y.2. 

b) max {m + 2^) = 2r^ (p + /FT^'); 
wenn 

-'=f'('+^^)>>--^'-'('->#p)-. 

c) max (w + ^) = r^. (p + /i^^-^ 45^), 
wenn 

d) max (m) = 2r2. 5, 
wenn x^ = ^r^, y^ = 2r^. 

44. Es soll in eine gegebene Kugelfläche ein Cy lind er 
gezeichnet werden, von welchem ^ 

a) das Volumen, 

b) die Gesamtoberfläche, 

c) die Mantelfläche nebst einer Grundfläche, 

d) die Mantelfläche 
ein Maximum ist. 

Wenn r den Halbmesser der gegebenen Kugelfläche, x 
den Halbmesser des gesuchten Cylinders, y die Höhe, v das 
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Volumen; m die Mantelfläche und g eine Grundfläche des- 
selben bezeichnet, so ist 

2nxy + 27tx'^ = »» -j- 2g ^ 

27cxy '\- Tcx'^ = m -{- g, 

27cxy = m. 

Durch Verbindung dieser Gleichungen erhält man folgende 
Resultate. 

a) max (t;^) = J^. Ä^r^; 

^2 = ^r\ y'^ = f r2, y : o; =-/2 : 1. 

b) max (/w + 2g) = Är^ (1 + /ö)"; 
^'=A^'(5+j/ö); y^=ir^(10-2^, y : a: = - 1 + /5. 

c) max {m + g) = ^7tr^ (1 + /T7); 
^'=Är2.(17+/T7), y2=^r2(17-^l7),y :a:=-l H-/T7:2. 

d) max (m) = äjrr^; 

45. Es soll in eine gegebene Kugelfläche ein gerader 
Kegel gezeichnet werden, von welchem 

a) das Volumen, 

b) die Gesamtoberfläche, 

c) die Mantelfläche 
ein Maximum ist. 

a) Es sei r der Halbmesser der gegebenen Kugel, x der 
Halbmesser der Grundfläche des gesuchten Äegels, y die 
Höhe, s die Seitenlinie, v das Volumen, m die Mantelfläche 
und g die Grundfläche desselben. 

In diesen Zeichen ist 





4-ara;2y = v 


und 


x^ = y {2r — y), 


also 


y^(2r-y) = ^ 


und 


y + (2r-y) = 2: 


Daher ist nach Nr. 


13. 
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52 V. Absclmitt, Nr. 45—46. 

.«('^)=4.(^)- 

oder max (v) = ^xr^ 

und y = l^r, ar = ^r j/^ 

Die Konstruktion ergibt sieh aus dem Werthe der Höhe. 
b) Zur Bestimmung des Kegels von der grösten Ge- 
samtoberfläche dienen die Gleichungen 

^ = x^ + xs, 

x^ = y{2r — y)j 
s^ = 2ry. 

SetÄt man z = 2r + y2r{2r — y), 

r (4r — 2) 
so ist y== 2^ ; 

«2 = y (4r — z), 

_ z(4r-z)(z-2r)« 

^ 4^ ' 

z(4r-z)(i-2r) 



XS 



2r ' 

also VZ(fn^y) = — z^-^- 6rz^ - Sr^z\ 



4r« 



Damit diese Funktion ein Maximum werde, muss die 
Veränderliche z der Gleichung 

z^ ^ ^rz = — 4f «, 
welche nach Nr. 19. gefunden wird. Genüge leisten. Von 
den Wurzeln derselben 

z = ir (9 + yVi) 

kann nur die mit dem positiven Zeichen vor der Wurzel in 
Betracht kommen, weil z grösser als 2r sein soll. 
Daher ist 

y=^i^r{2^^yri),s=ir}^6^2yvi,x=^ryi90+Uj/T7, 
max {m+g) = yJb^^^- (107 + 51 j/Tl). 
Um den Axenschnitt' des gesuchten Kegels durch Kon- 
struktion zu erhalten, beachte man die Gleichung 
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c) Der Kegel, dessen Volumen am grösten ist, hat auch 
die gröste Mantelfläche, weil das Volumen aus unendlich 
vielen kleinen Pyramiden besteht, deren Grundflächen die 
Mantelfläche bilden. 

46. Aus einem gegebenen Kugelausschnitt soll ein Cylin- 
der geschnitten werden, von welchem 

a) das Volumen, 

b) die Gesamtoberfläche, 

c) die Mantelfläche nebst einer Grundfläche, 

d) die Mantelfläche 
ein Maximum ist. 

Es sei MACB der 
Durchschnitt durch die 
Axe des Ausschnitts; 
XYZV der Axenschnitt 
des gesuchten Cylinders, ^ 
MC die gemeinsame Axe 
derselben, MA=rj AIh=a, 
MD=b, FX=^x, VZ=y. * 

In diesen Zeichen ist 

r'^x' + 2abxy + aV= «^^^ 

nx'^y = Vy 

27cxy -\- 27t x'^ =zm + 2g, 

2%xy + 7CX- = m + g, 

2jtxy = m, 

a) Bezeichnet man noch den Winkel CMA mit a und 
CM Z mit g?, so ist 

o: = rsing) 

und 




y = rsin (et - qp) ^ 

*' Ain /v ' 



daher ist 



71 r 



3 »in^qp sin (a — qp) 



und für diese Funktion ist das Maximum oben unter Nr. 26. 
bestimmt worden. 

b) Die Gleichungen 

r^a;^ + 2abxy + «V^ = «^^^ 



2« 
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54 V. Abschnitt, Nr. 46 — 47. 

können so verbunden werden, dass die Veränderlichen x 
und y ein vollständiges Quadrat bilden. Dadurch erhält man 

/ I o \ 2 a — b + Va^+ia — 6)« 

und zur Bestimmung der zugehörigen Werthe von x und y 
dient die Gleichung 

ay={^a + /öH^ö^^^^p). x. 
Führt man noch die Hilfsgrösse BG = z ein, so ist 

und hiernach kann auch der Axenschnitt des Cylinders durch 
eine leichte. Konstruktion gefunden werden. 

c) Eben so wie vorhin ergibt sich auch hier aus den 
Gleichungen 

r'^x^ + 2abxy + a^y'^ = «^r^, 
x^+ 2xy =^, 

dass max(»j + i/) = «r^ ifLzA+Z^+lfEM! 

a 

und z = ^=~^a + /¥+J^^=Vf. 

d) Setzt man in den Ausdruck für die Mantelfläche 

m = 27cxyy 
wie oben 

X = rsing?, 



rsin (a — m) 

y = i ^ , 

•^ sm a ' 



SO erhält man 



m = Är^ 



2 sin qp sin (a — qp) 



? 



sino; 
und daher ist nach Nr, 25. 

max (w) = ^:npr^tng^a. 

47. Es soll um einen gegebenen Kugelabschnitt ein 
Kegel beschrieben werden, von welchem 

a) das Volumen, 

b) die Gesamtoberfläche, 

c) die Mantelfläche 
ein Minimum ist. 
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a) Werden in dem Axenschnitte ABC die Grössen eben 
wie in der entsprechenden planimetrischen Aufgabe unter 
Nr. 39. Fig. 6. bezeichnet, so ist das Volumen 

V =s + ». — — -. y-: . 

* sm-^a cos'-ja 
Setzt man nun die Höhe des gesuchten Kegels, nämlich 

wp« 1 2c p« — c« 
SO ist ^ = 2 — ^ — ä— ; 

und diese Funktion muss ein Maximum sein. Die Bedin- 
gung für ein solches Maximum erhält man nach Nr. 19., 
nämlich 

und daher ist 



x==2c + y3Q^ + c', 

wenn der unzulässige negative Werth unbeachtet bleibt. 

Wenn der Kugelabschnitt eine Halbkugel oder c = 
ist, so ist die Höhe 

X = Ql/^ 

und min (v) =:i ^jtg^ f/3. 

Ist dagegen c = q oder der Kugelabschnitt eine ganze Kugel, 
so ist die Höhe 

X = 4:Q 

und min (v) = f 3t q^. 

b) Die Gesamtoberfläche eines Kegels, welcher dem 
Kugelabschnitt umgeschrieben wird, ist 

' ^ sin^a (1 — 8in-|a) 

Setzt man wieder die Höhe- 

+ c =x, 



SO erhält man 



ngx^ 



.t 



oder 






m + g 



X \ ^ ) 
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.Vji V. Av^itjw. Xr. 47—«». 

Dazu Ut - 1 = »-^^ ' ^ f 1 — ~^) . 

folglich max ('^V^'- ) = i , 

oder min ^» -i- ^ = 4:rp (p -f- c;.- 

and jc = 2(p + r,. 

Hierriach i*t die Höhe de« K^eb Ton der kleinsten 
Oei^amtoberfläche gleich der doppelten Höhe des Kugel- 
abschnittes. 

C) Um das Minimum der Mantelfläche 

-, ^ (9 + grinse)« 

zn bestimmen, setze man 
Dadurch erhält man 



m 



c'(^-<?)-(^ — ^)' ' 



aUoi,t ^ = 3c»-[x + '-?l^_£(^^]. 

Soll nun m ein Minimum werden, so muss die Funktion 

ihren kleinsten Werth annehmen. Daraus ergibt sich nach 
Nr. 20. für die Veränderliche x die kubische Gleichung 

x^ - (ßQ^ — c^)x + 2q ((>2 — O = 0, 

welche im Allgemeinen nicht auf quadratische Gleichungen 
zurückgeführt werden kann. 

Wenn insbesondere c = q oder der Kugelabschnitt eine 
vollständige Kugel ist, so ist nach der vorstehenden Gleichung 

x = qV2, 

und als Werth der Höhe des gesuchten Kegels 
^ + c = (2+/2).p. 

Wenn dagegen c = oder der Kugelabschnitt eine Halb- 
kugel ist, so verliert die vorstehnde Entwicklung ihre 
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Anwendbarkeit, weil die Veränderliche x = q •■}- csin^a da- 
durch dem Halbmesser q gleich wird. Der kleinste Werth 
der Mantelfläche ergibt sich für diesen Fall leicht aus dem 
ursprünglichen Ausdrucke 



m 



TCQ' 



Fig. 9. 



denn der Nenner dieses Bruches sin^a cos^^a erreicht seinen 
grösten Werth, wenn 

sin^^a = ^; cos^^a = f 
gesetzt wird. Daher 

min (m) = ^tiq'^ ^S. 
48. In einem gegebenen geraden Kegel soll ein solcher 
Kugelabschnitt gezeichnet werden, dass 

a) das Volumen, 

b) die Gesamtoberfläche, 

c) die zugehörige Kugeischale 
am grösten ist. 

a) Es sei ABC der Axen- 
schnitt des Kegels, BAf =^ r^ 
MA = hy AB = s] eben so der ß 
Kreis um der Schnitt der Ku- 
gel, OF=x, MG=y, V das 
Volumen des gesuchten Kugel- 
abschnittes, m die Fläche der 
zugehörigen Kugelschale und g 
die Fläche des begrenzenden 
Kreises. 

In diesen Zeichen ist 

v = \7ty^{3x'- y), 
und es verhält sich 

OA: F0=- AB :BM 
oder Ä-iy±5=l. 




/_3h 
V + 



Daher ist v = In;. ^-^^^ - y^. , . 

und dieser Ausdruck wird nach dem Satze unter Nr. 13. ein 
Maximum, nämlich 
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wenn 



2hr hr* Är(« — 2r) 



^ — r* _ ^^r* -l 9^\f ^ ^ — 



^ "~ « + 2r' •"" (,_r)(* + 2r)'y •" ~" (,_r)(« + 2r)* 

Der Werth von y — x zeigt, dass der Kugelabschnitt vom 
grösten Volumen eine Halbkugel oder grösser oder kleiner 
als eine Halbkugel ist, wenn s = 2r oder s>2r oder s<^2r ist. 
Aus den vorstehnden Werthen von x und y erkennt 
man leicht, dass 

oder dass die Höhe des gesuchten Kugelabschnittes von der 
Ebene des Kreises, in welchem er die Kegelfläche berührt, 
halbiert wird. 

Die Konstruktion der Höhe y und des Halbmessers x 
ist nach dem obigen Werthe von y leicht auszuführen. 

b) Die Gesamtoberfläche des Kugelabschnittes ist 

m-^ g = 7ty (4a; — y); 

dazu ist X = " ^ , 

, « + 3r / Ahr \ 

m+g=7t. -^ . y. \^-^— - y j , 

also ist nach Nr. 12. 

°°^^("' + ^) = ^^- (.-r'y+3r) 
und 

2Är hr{s + r) Är f» — 3r) 

Der Werth der Differenz y — x zeigt, dass der Kugelab- 
schnitt eine Halbkugel oder grösser oder kleiner als eine 
Halbkugel ist, wenn 5 = 3r oder 5 > ßr oder 5 < 3r ist. 

c) Aus dem Ausdrucke für die Fläche der Kugelschale 

m = 2jcxy 
erhält man leicht 

max (m) = Xjt, 

und y = iÄj a: = i-r^- 
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49. Eine Kngelfläche, deren Mittelpunkt in der Axe 
einer geraden Kegelfläche liegt, schneidet diese im Allge- 
meinen in zwei Kreisen, welche die Grundflächen eines ab- 
gestumpften Kegels sind, wenn sie auf derselben Seite der 
Spitze liegen. Wenn nun sowol der Halbmesser der Kugel 
als auch der Axenschnitt der Kegelfläche gegeben ist; wo 
muss dann der Kugelmittelpunkt gewählt werden, damit 

a) das Volumen des abgestumpften Kegels, 

b) die Gesamtoberfläche, 

c) die Mantelfläche nebst der grössern Grundfläche, 

d) die Mantelfläche nebst der kleinern Grundfläche, 

e) die Mantelfläche allein 
ein Maximum wird. 

a) Wird für den Axenschnitt der gegebenen Kugelfläche 
die Bezeichnung, wie bei der entsprechenden planimetrischen 
Aufgabe Nr. 40. Fig. 7. gewählt und das Volumen gleich v 
gesetzt, so erhält man 

v=^7t(xcosa'\-t/y&in'^a cos« — ^jr (^cosa — y)^ sin^a cos«, 

oder V '== ^7ty (Sx'^co&'^cc -j- y^) sin^a cos«. 

Dazu ist 



x^&in^a -|- j/2 __- ;.2 



folglich V = ^7Ci/\}ir^ — (3 — ing^ a)t/^]. cos^a, 

und diese Funktion ist nach Nr. 13. am grösten, nämlich 

wenn t/^ = ; — ö — , x^ = -^g- • — ^ • 

^ 3 — tng* a ' sm'a 3 — tng*a jm 

Das gefundene Maximum des Volumens ist noch eine 
Funktion des gegebenen Winkels a. Wenn a = 0, so nimmt 
es den allergrösten Werth an, nämlich 

max (v) = tJLl- • jrr^; 

der abgestumpfte Kegel ist in diesem Falle ein Cylinder, 
wie er schon oben unter Nr. 44. ermittelt ward. Mit wachsen- 
dem Winkel a wird das Volumen stetig kleiner. 
Wenn der Winkel a = 45 ^, so ist 
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xcosa — y = 0, 
d. h. es geht der abgestumpfte Kegel in einen vollständigen 
über, dessen Volumen 

max (v) = ^jtr^. 

Wenn a > 45 ^, so geht der Kegel in einen Doppelkegel über 
und die obige Differenz, welche das Volumen des abge- 
stumpften Kegels ausdrückt; in die Summe der beiden Theile 
dieses Doppelkegels. 

Erreicht der Winkel a eine solche Grösse, dass tng^a=2 

wird, welches für a = 54^ 44' 8" statt findet, so liegt der 

Kugelmittelpunkt in der Spitze der gegebenen Kegelfläche 

und der Doppelkegel besteht aus zwei gleichen Hälften, 

* der Summe 

max (v) = -^y- • JrH. 

Wächst endlich a über die Grenze «==54^ 44' 8" hinaus, 
so wird der vorstehende Werth von o;^ negativ, also x ima- 
ginär, und y grösser als r. Beides zeigt, dass auf diese 
Winkel die vorstehnden Ergebnisse nicht anwendbar sind, 
b) Bezeichnet man mit m die Mantelfläche, mit ff die 
grössere, mit g^ die kleinere Grundfläche, so ersieht man 
aus der Darstellung in Nr. 40., dass 

/w = ;r(a;cosa + y)^sina — 7c{xcoscc — yy sina = 4^xt/ sin a cos cc 

und 

y-\'g^==7t{xcosa-{'yysixi^a-\'7t{xcosa — yY^in^a • 

= 27tx^ sin^a cos^a -{-27ty'^ sin^ a. 
i||aher ist 

x'^siii^a cos2a + ^xysina cosa + y^sin^a = ^^ f ^' ; 

und diese Funktion kann mit der Gleichung 

oj^sin^a -^ y"^ = r^ 
zu einem vollständigen Quadrate verbunden werden. Wird 
diese mit k multipliciert und danach von der erstem sub- 
trahiert, so entsteht 

— {x&ina /k-coB^^ — y yk—sm^a)^= ""X^^^' — f^^'^^ 
wenn k der Bedingung 
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(k — sin^a) {k — cos^a) = cos^a 
genügt. Aus dieser Bedingung ergibt sich 
. k =.^ (1 + /l+4co84a), 
wenn man den andern Wurzelwerth, welcher hier unstatt- 
haft ist; vernachlässigt. Daher ist 

max (w + ^ + ^,) = nr'^ (1 + /l +4cos*a), 

und die Veränderlichen x und y genügen der Proportion 

a?' sin* a k - sin* a 

y* Ä — cos*a 

oder es ist 

t/'>_JLr^/'l ^^'^" ^ x^^i -!:!-. (\^ - ^^^^" ^ 

Auch die gröste Gesamtoberfläche ist vom Winkel a ab- 
hängig und hat wie das Volumen ihren allergrösten Werth, 
wenn « = 0, nämlich 

max {m '\- g -\- g^) = nr^ (1 + ^5). 

Der abgestumpfte Kegel ist an dieser Grenze ein Cylinder, 
für welchen oben unter Nr. 44. dieselbe Gesamtoberfläche 
gefunden ward. 

Mit wachsendem .Winkel a nimmt auch die gröste Ge- 
samtoberfläche stetig ab. Wenn a = 45® wird , geht der 
abgestumpfte Kegel in einen vollständigen über, und die 
Gesamtoberfläche wird 

max {m+g + g;) = nr' (1 + ^2). 
Wenn a > 45®, so tritt an die Stelle des abgestumpften Kegels 
ein Doppelkegel, und für diesen ist der obige Ausdruck 
von (w + ^ + ^i) nicht mehr die Gesamtoberfläche, son- 
dern die Summe der Grundflächen vermehrt um die Differenz 
der Mantelflächen, und nimmt in dieser Bedeutung ab, bis 
er seinen kleinsten Werth 

max (w + ^ -f- ^,) = 2Är2 

annimmt, wenn a = 90®, indem der Doppelkegel in die 
doppelte Kreisfläche xr'^ übergeht. 
c) Nach dem Vorstehnden ist 

x^ sin^ a cos^a -j" ^^ s^^ « cos a (2-|- sin a) -j- y ^ sin^ a = "' "t-^ * 
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Dazu ist x^&in^a -[- y^ ,^ ^2. 

folglich 

— [ojsina j/k — cos^ a — y f/k — sin-^«]^ = "'"^^ — Arr^, 
wenn die Zahl k der Bedingung 

{k — sin^a) (k — cos^a) = cos^a (2 -f- sina)^ 
genügt. Aus dieser erhält man 

^ = ^ [1 4- ^1 + IGcos^a (1 + sinT)], 

wenn der zweite negative Werth unbeachtet bleibt, und 
danach aus der obigen Gleichung 

max (w + ^) = ^7tr\ [1 + ^1 + löcos^a (1 + sin«)], 

so wie zur Bestimmung von x und y die Proportion 

a;*sin*a k — sin'a 



y* k — cos* a 

Die Quadrate dieser Veränderlichen sind 

-.2=1^2 /i_ ^Q»^^ \ 

^ \ ^l+16co8«a(l + 8ina)/' 

a;2 = 4 . -^ . fl 4- ^^^^^ \ 

2 ßin«a \^ • ]f^l+16cos«a(l + siiia)/ " 

Auch hier nimmt das Maximum ab, wenn der Winkel a 
zunimmt ; es ist am grösten, wenn « = 0, nämlich 

max (/w + ^) = ^7tr^ (1 + /17), 

und der abgestumpfte Kegel ein Cylinder in der Kugel vom 
Halbmesser r, wie oben unter Nr. 44. 

Wenn a = 45^ wird, so geht der abgestumpfte Kegel in 
einen vollständigen über, welcher von dem entsprechenden 
in der vorigen Aufgabe nicht verschieden ist. 

Für die grossem Werthe von cc tritt an die Stelle des 
abgestumpften Kegels ein Doppelkegel, und der obige Aus- 
druck von /» + ^ enthält dann die DiflFerenz der Mantel- 
flächen der beiden einfachen Kegel und nimmt stetig ab, 
wenn a von 45® bis 90® wächst, indem der Mittelpunkt der 
Kugel der Spitze des Kegels näher rückt und sie für 
a = 90® erreicht. 

d) Diese Aufgabe ist von der vorigen nicht wesentlich 
verschieden. 
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e) Die gröste Mantelfläche kann eben so gefunden wer- 
den, wie bei der planimetrischen Aufgabe unter Nr. 40. das 
Trapez vom grösten Inhalte. 

50. Von einem gegebenen Kreise soll der Ausschnitt 
bestimmt werden, welcher, wenn man ihn zum Mantel eines 
Kegels zusammenbiegt, das Volumen von diesem am grösten 
macht. 

Es sei r der Halbmesser des gegebenen Kreises, a der 
Mittelpunktswinkel des gesuchten Ausschnittes, x der Halb- 
messer der Grundfläche des gesuchten Kegels, y die Höhe, 
V das Volumen desselben. Daher ist 

9 3v 

und a;^ -j- j/2 __, ^2^ 

also nach dem unter Nr. 13. entwickelten Satze 

max(t;) = ?|^.^r3, 
wenn x*^ == 2y^ = ^r^ 

gesetzt wird. 

Der Mittelpunktswinkel a ergibt sich dann aus der 
Gleichung 

3^.2Är=2;ra:, 

nämlich « = 3600. f/| = 293«, 93877. 

51. Es soll der Kugelausschnitt bestimmt werden, dessen 
Gesammtoberfläche gleich einer gegebenen Kreisfläche und 
dessen Volumen ein Maximum ist. 

Wenn a der Halbmesser des gegebenen Kreises, x der- 
jenige des gesuchten Ausschnittes, y die Höhe der zuge- 
hörigen Kugelschale und v das Volumen des gesuchten Aus- 
schnittes bezeichnet, so ist 

V = ^Tcx'^y 

• 

und 2xy + x j/y (2a; — y) = a^. 

Setzt man noch 

xy = Zy 

so ergibt sich 2x'^ = z -{- ~~ ^^ , 
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64 V. Abschnitt, Nr. 51—62. 

also v^=i' 7C^. 2x\ z2=|jr2 [z^ + z {a^ — 2zf\ 

oder t;2 == ^n'^ {a^z ~ Aa^z'^ + 5z») . 

Wendet man auf diese Funktion das oben unter Nr. 19. 
entwickelte Verfahren an, so erhält man die Gleichung 

welcher z genügen muss, damit v ein Maximum oder Mini- 
mum wird. Die Wurzeln dieser Gleichung sind 

z = \a^ und z = ^a^y 

und diesen entsprechen als Werthe des Volumens 

t)=.^^jta^ und t;= '^^^^^ 

Um nun zu entscheiden, welches von diesen Volumen ein 
Maximum, welches ein Minimum ist, beachte man zunächst, 
dass in der Funktion 

das erste Glied mit wachsendem Werthe von z stetig wächst, 
das zweite aber seinen grösten Werth annimmt, wenn 

gesetzt wird, und dass dagegen 

z = \a' 

der gröste Werth ist, welchen z annehmen kann. Es müssen 
also zwischen diesen Grenzen die Werthe von z liegen, 
welche t;^ zu einem Maximum oder Minimum machen. Da 
das Volumen v mit z wächst, wenn z\^a^ ist, so ist der 
erste ausgezeichnete Werth, den es annimmt, ein Maxi- 
mum, also 

njax {v) =^7ca?. 

Wenn z dann über den zu diesem Maximum gehörigen Werth 
z = \a} noch weiter zunimmt, so wircL das Volumen kleiner, 
und daher ist der nächste ausgezeichnete Werth ein Mini- 
mum oder 

mm (y) = -^ ' Tto?- 

Nimmt z auch noch über den zugehörigen Werth z == ^ö^ 
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hinaus zu, so wird das Volumen v wieder grösser und er- 
reicht seinen äussersten Werth, wenn z= \a^y nämlich 

Dieser Werth z = ^a^ ergibt sich nicht durch die Un- 
tersuchung der Funktion r^, weil diese auch dann noch 
wächst, wenn z über ^ä^ hinaus zunimmt; die grössern 
Werthe von t;^ sind aber hier nicht zulässig. 

Eine Zusammenstellung dieser Grössen und der zuge- 
hörigen Werthe von x und y lässt das Wachsen und Ab- 
nehmen des Volumens v noch deutlicher übersehen. 



Wenn z = \a^, 


z = ^a'i 


^ = W, 


80 ist max(t;) = ^3rä(^, 




v = \jta^, 


,, ;? x==i a j- 


x = a}/i, 


x = ^a, 


,y „ y=i^- 


y = aY\. 


y = a. 



Es ist mithin der Kugelausschnitt vom Halbmesser «, dessen 
zugehörige Kugelschale die Höhe \a hat, derjenige, des- 
sen Volumen bei der Gesamtoberfläche na^ ein Maximum 
ist. Dagegen ist das Volumen der Halbkugel vom Halb- 
messer a}/^ und der Gesamtoberfläche 7ca^ ein Minimum. 
Die Kugel endlich vom Halbmesser i^a hat ein grösseres 
Volumen als irgend ein Kugelausschnitt von gleicher Ge- 
samtoberfläche. 

Der Kugelausschnitt, welcher bei gegebener Gesamt- 
oberfläche das gröste Volumen hat, ist zugleich auch der- 
jenige, welcher bei gegebenem Volumen die kleinste Gesamt- 
oberfläche hat. Daher ist durch das Vorstehnde auch 
folgende Aufgabe gelöst. 

Es soll der Kugelausschnitt bestimmt werden, welcher 
an Volumen gleich einer gegebenen Kugel und dessen Ge- 
samtoberfläche am kleinsten ist. 

In ähnlicher Weise ist auch durch die Lösung der fol- 
genden stereometrischen Aufgaben jedesmal die umgekehrte 
Aufgabe mit gelöst. 

52. Es soll dasjenige Parallel epiped bestimmt werden, 
dessen Volumen ein Maximum ist, wenn 

Hkilkrhakn, Maxima und Minima, 5 
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a) die Gesamtoberfläche, 

b) die Mantelfläche nebst einer Grundfläche und das Ver- 
hältnis der Grundkanten gegeben ist. 

a) Es seien Xy y, z die Kanten des gesuchten Parallel- 
epipeds, v das Volumen, m die Mantelfläche, g eine Grund- 
fläche und y :x = n das gegebene Kantenverhältnis. 

Aus den Gleichungen 

x.y.z^=v, 
xy-\-yz -\- zx= \^ % 

y =^nx 
erhält man leicht 

und 

2xy + (/ii+j/^) zj/^+{yn-\-j/^) z}/^=m + 2g. 

Daher ist nach Nr. 12. 

raax (t;2) = ^ ^^^n^ * (^ + 2^)^ 
wenn 

2xy = (f^ + Vl^ z f^y = '^^- 

gesetzt wird. 

Die zu dem Maximum gehörigen Werthe der Kanten 
sind nach den Gleichungen 

^'= i • («» + 20-)' y' = ~6- (jn-\.2g), z^=t. -|-,. {m^2g) 

ZU bestimmen. 

b) Für das Parallelepiped , dessen Mantelfläche nebst 
einer Grundfläche eine gegebene Grösse hat, gelten die 
Gleichungen 

x,y.z = Vy 
xy + 2yz + 2zx =^ m -\- g, 
y = nx\ 
daraus erhält man leicht 

xy. {l/n+ j/-^) z y^. {j/n + j/'l ) zj/^y^ {j/n+ j/JJ'^ t;^ 
und 
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xy + (/« + V^) zV^ + {y^+ VT) ^ V^y = m + 9. 
Daher ist nach Nr. 12. 

max (v') = ^ • ^^^-^ • (/« + ^)', 
und die zugehörigen Kanten genügen den Gleichungen 

53. Dieselben Aufgaben, wie vorher; mit der Abänderung, 
dass das Verhältnis der Grundkanten kein gegebenes ist, 
sondern den Werth annehmen soll, welcher das Volumen 
des gesuchten Parallelepipeds möglichst gross macht. 

a) Da nach der vorigen Aufgabe 

max (t;2) = -^ • (^ip^ • ip + 2^)3, 

so muss der Quotient . ^ ^ zu einem Maximum oder der 
umgekehrte 

zu einem Minimum gemacht werden. Es ist aber nach Nr. 4. 

min (/« + /!) =2; 

also ist max {v^) = t^' (m + ^oi^y 

und 

x' = ^{m + 2g\ y^ = :^(m + 2g\ ^^ = ^ . (m + 2g). 
Dieselben Werthe findet man aus den Gleichungen 

x.y.z=^Vy 
I I m 4- 2g 

zy+yz + zx= ^ % 

wenn man der erstem die Form 

xy. yz, zx = t;^ 
gibt und dann den unter Nr. 12. entwickelten Satz anwendet. 

b) Auch hier führt eben so wie bei der vorigen Auf- 
gabe a) sowol das eine als das andere Verfahren zu den 
Werthen 

max (t;2) = ^ . (w + gf, 
x'i = ^(m+g),y'^ = ^{m-\- g\ z^ = ^{rn'\- g). 

ö* 
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54. Es soll das gerade dreiseitige Prisma bestimmt wer- 
den; dessen Volumen ein Maximum und dessen Grundflächen 
die Winkel «, /8, y enthalten, wenn 

a) die Gesamtoberfläche, 

b) die Mantelfläche nebst einer Grundfläche eine ge- 
gebene Grösse hat. 

a) Werden die Bezeichnungen wie unter Nr. 43. ge- 
wählt, so ist 

2px'^y = V 

und 2sxy + Apx^ = m -\-2g, 

oder sxy. sxy, A^px'^ == — . t;2 

und sxy + sxy + Apx'^ = »^ -}- 2g, 

Daraus folgt nach Nr. 12., dass 

wenn sxy = 4ipx^ = i (^ "l~ 2^) 

gesetzt wird; oder es ist 

und x'='i~(.m + 2ff),y^ = ^.^,.{m-\-2ff). 

b) Das Prisma, dessen Mantelfläche nebst einer Grund- 
fläche gegeben ist, genügt den Gleichungen 

2px'^y = V, 
2 sxy + 2/?a:^ = »j -p^, 
und mit diesen sind gleichbedeutend 

sxy. sxy. 2px^ == ^ - v\ 
sxy -\- sxy -f- 2px'^ = m -{- g. 
Daher ist nach Nr. 12. 

und sxy = 2px^ = ^ (»i + ^), 

oder max {v^) = ^ ' ^ - (jn -\- g)^ 
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und x-^ = l-j,-{m + g),y-^==i-^-{m + g). 

55. Es soll der gerade Cylinder bestimmt werden, des- 
sen Volumen ein Maxiraum ist, wenn 

a) die Gesamtoberfläche, 

b) die Mantelfläche nebst einer Grundfläche 
eine gegebene Grösse hat. 

Aus den Gleichungen 

Tcx'^y = Vy 

2'jtxy + 27CX*' = m -{- 2g, 

27txy -|- Ttx'^ = m+ff, 

welche schon oben unter Nr. 44. angewandt wurden, erhält 
man die verlangten Bestimmungen. 

a) max(2;2) = ^. (»1 + 2^)3, 

^' = ^ (^ + 2^). J^' =3^(^+2^). 2a:=y. 
b) m^x(v'')=~{m-\-gY, 

^' = Ä (^ + ^)' ^' = Äi (^"^ + ^)' ^.== ^• 

56. Es soll die regelmässige Pyramide bestimmt wer- 
den, deren Grundfläche ein regelmässiges n = Eck und deren 
Volumen ein Maximuni ist, wenn 

a) die Gesamtoberfläche, 

b) die Mantelfläche 
eine gegebene Grösse hat. 

a) Wird der Halbmesser des Kreises, welcher der Grund- 
fläche eingeschrieben ist, mit x, die Höhe mit y, das Vo- 
lumen mit V, die Mantelfläche mit m, die Grundfläche mit ff 
bezeichnet, so ist 

19-2 

■^nx^y&in — 7t = v, 



^nx'^sin — Tt -}- wa:sin — ;r Z/y^ + oj'cos^ —7C = m-^ff. 



Setzt man der Kürze halber 



sm — ;r = a, cos —% = b 
n ' n 
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70 V. AlMcfanm, Nr. 56—58. 

and scbafii ans der letzteren Gleichnng die Wurzel fort, 
so erhält man 

n^ä^x^y^ -f 2nab (»i + ^) x^ = (« + ^)-; 
dazn ist nach der ersten Gleichung 

n^a^x^y\ 2nab (i»4-^)x^=^ («+^) r-. 
Wendet man nun wieder den Satz aus Nr. 12. an, so ergibt sich 

"^^ [^ (^ + ^) *''] = i (^ + ^)* 
und n^a^x^y^ = 2/iflr^> (»» + ^) x^ = ^ (m + ^)2, 
oder 

max (v^) = ^^-^'{m + ffy = ^' i^+fff' cot \ % 
und 

y^ = Sx^COS^ — JT. 



b) Die Pyramide vom grösten Volumen, deren Mantel- 
fläche gegeben ist, genügt den Gleichungen 

^nabx'^y = Vj 

nax Yy'^ + li^ x^ = m, 

in welchen alle Zeichen dieselbe Bedeutung haben, wie oben. 
Nach der letztern ist 

^n2fl2^2y2 _|_ ^||^flr2^2y2 _j_ ;|2flf2^2^4 — . ;y,2 . 

dazu ist nach 'der erstem 

^n^a^x'^y'^. ^n^a^x'^y\ ri'a^h'^x^ = V $* «'S 
und daher ergibt sich nach Nr. 12., dass 







max 


(V 


6« 


..)= 


= W- 


»J* 




und 




W^ 


'x'^y'^ 


= n2 


aH-^x^ 


= i 


m% 




also ist 




















max 


(.4) = 


4 

2187 


6« 


. /»« = 


4 
2187 


7«6 






n«tng«^ 


n 



und 
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x^ 



3 «2 «2 6« 



4 m* ^ 4Ä*w* 



4w« 



ä»*«* 3nnng«^w' 

^ n 

57. Den geraden Kegel zu bestimmen; dessen Volumen 
ein Maximum ist, wenn 

a) die Gesamtoberfläche, 

b) die Mantelfläche 
gegeben ist. ^ 

Aus den GleicKungen 

%x^ + %x j/x^ -{- y^ =z m -\- g , 
7tx ]/x'^ -\- y- == m 
erhält man durch dieselbe Behandlung wie oben folgende 
Resultate. 



a) max (t;^) = -^ . (/» + ^)3, 



X 



2 



47E 



r = 



n 



b) max (y^) = 2jg^ ~ , 



:8a:^ 



2x2. 



58. Es soll eine ge- ^ 
gebene gerade Kegel- 
fläche durch zwei zum 
Grundkreise parallele 
, Ebenen so geschnitten 
werden, dass das Volu- 
men des so begrenzten 
abgestumpften Kegels ein 
Maximum und 

a) die Gesamtoberfläche, 

b)die Mantelfläche nebst 
der kleineren Grund- 
fläche, 

c) die Mantelfläche nebst der grösseren Grundfläche 
einer gegebenen Kreisfläche gleich wird. 
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a) Bezeichnet man den Halbmesser der gegebenen Kreis- 
fläche mit r und in dem Axenschnitt BOG der gegebenen 
Kegelfläche den Winkel BOF mit a, die Halbmesser AE 
und BF mit x und z, die Höhe EF mit y, das Volumen 
des gesuchten Kegels mit v, die Mantelfläche mit rrij die 
kleinere Grundfläche mit g^ die grössere mit g^^ so ist 



und y = {z — X) cot«, 



folglich 

1) V = \% {z^ — o;^) cot« oder ' — • tnga = z^ — x^. 

Ferner ist m^=% {z-\-x\' -^ == -^ iz^ — a;^) , 
^ ' ' cosa sma ^ ^ ' 

und ^ + ^1 = 3r (-2^^ + ii^^). 

Wird dife Summe dieser Flächen gleich der gegebenen Kreis- 
fläche %r^ gesetzt; so entsteht 

2) r^sina = z^ (1 + sin«) r- x'^ (1 — sin«) 5 

wenn man dann diese Gleichung mit dem unbestimmten 
Koefficienten k multipliciert und von dem obigen Werthe 

für — tnga subtrahiert, so erhält man die Gleichung 

— • tng« — kr^^ma=^kx^{\ — sin«) — x'^ — [^^^(l+sina) — z^], 

nach welcher das Maximum von v zu bestimmen ist. 

Soll nun die Funktion 

f^ = kx?^ (1 — sin«) — X? 

ein Maximum werden, so muss nach Nr. 15. die Veränder- 
liche X der Bedingung 

3) 2k {\ — sina) — 3a;=:0 
genügen. Eben so erreicht 

/2 = A:z2(l + sina) - z» 
seinen grösten Werth, wenn 

4) 2Ä(l-f sin«) — 3z = 
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ist. Wird beiden Bedingungen zugleich genügt, so muss 
im Allgemeinen auch die Diflferenz /, — f^ einen grösten 
oder kleinsten Werth annehmen. Mithin findet man durch 
die Verbindung der vorstehnden Gleichungen das Maximum 
oder Minimum des Volumens v. Zuerst erhält man durch 
Elimination von k aus den Gleichungen 3) und 4) 

X 1 — sina 

% 1 + sina 

und dann durch Hinzuziehung der Gleichung 2) die Werthe 

r (1 — sin«) 

'P — — . ^ - ' 

^6 + 2sin«a' 
2r cosa 



K6 + 28iii«a 

und endlich durbh Einsetzung derselben aus der Gleichung 
1) das gesuchte gröste Volumen 

max (v) === \7tr^' ,, — • 

^ ^ ^ K6 + 28in2a 

Ein Minimum kann dieser Werth nicht sein, weil die Auf- 
gabe kein anderes Minimum als null zulässt. 

Wenn insbesondere der Winkel « = 0, so geht der ab- 
gestumpfte Kegel in einen Cylinder über und das Volumen 
in den Werth, welcher oben unter Nr. 55. angegeben ist. 
Mit wachsendem Winkel a . nimmt das Volumen v ab und 
wird null, wenn a = 90® wird. 

b) Zur Bestimmung des Kegels vom grösten Volumen, 
dessen Mantelfläche nebst der kleineren Grundfläche der ge- 
gebenen Kreisfläche 7t r^ gleich ist, dienen die Gleichungen 

v = ^jr (z^ — x^) cot« 
und r^sina = z^ — o;^ (1 — sina). 

Werden diese eben so wie die entsprechenden der vorigen 
Aufgabe verbunden, so entsteht 

— • tnga- — Arr^sina = kx^ (1 — sin«)— a;^ — (kz^—z^). 

In diesem Ausdrucke erreicht die Funktion von x nach 
Nr. 15. ihren grösten Werth, wenn 



Digitized by 



Google 



74 



V. Abschnitt, Nr. 58 — 59. 



2k (1 — sin«) - 3a; = 0, 

und eben so die von z, wenn 

2^-3z = 0; 

daher kann das Volumen v nur dann ein Maximum oder 
Minimum werden, wenn 

X = z (l — sin«). 
Aus dieser Gleichung in Verbindung mit den beiden ersten 
ergibt sich 

max (v) = ^Ttr^^ 



X = 



K3 — 3sina + »»n-a 
r (1 — sina) 



K3 — Ssiiia + sin'a ' 




z = 



y = 



V'S — Ssina + sin*« 



V'S — 3sina + siii'^a 

Auch dieser Kegel geht für 
o: = in den Cy linder über, wel- 
cher oben unter Nr. 55. bestimmt 
worden ist. 

c) Diese Aufgabe ist von 
der vorstehnden nur durch das 
Vorzeichen vor sin« verschieden. 

59. Die Gesamtoberfläche 
der Bienenzellen ist ein Minimum. 

Eine Bienenzelle hat im 
Ganzen die Gestalt eines Pris- 
mas, dessen auf den Kanten senk- 
recht stehnder Schnitt ein regel- 
mässiges Sechseck ist. Sie wird 
aber weder an dem frei nach 
aussen noch an dem in der Mitte 
der Wabe liegenden Ende durch 
die Fläche eines ebenen Sechs- 
eckes abgeschlossen; es besteht 
vielmehr an dem einen und an 
dem anderen Ende der Verschluss aus drei Rauten, deren 
Ebenen mit den Seitenkanten einen spitzen Winkel bilden. 
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Es lässt sich nun nachweisen, dass durch diesen Bau der 
Zellen die Gesamtoberfläche vermindert wird, das Volumen 
aber eben so gross bleibt, als wenn die Endflächen ebene 
Sechsecke wären. 

Es sei in der nebenstehnden Figur 11 die Raute AB CM 
der Querschnitt von einem Drittel einer Zelle, die Raute 
GHJP die eine Schlussfläche desselben, und die Diagonale 
GJ parallel AC, hingegen HPy die andere Diagonale, nicht 
parallel zu BM. Legt man dann durch GJ die Ebene GKJO 
parallel ABCMy so begrenzt die Raute GKJO ein Prisma, 
welches an Volumen dem von GHJP begrenzten Körper 
gleich ist, da die dreiseitigen Pyramiden GHJK und GJ PO 
gleiche Grundflächen und Höhen haben. Die Oberflächen 
beider Körper aber sind verschieden. An dem durch GHJP 
begrenzten Körper sind nur die Flächen ABHGj BCJH 
und GHJP in Wachs anzulegen. Wird AB=a, CJ =hj 
HK = OP=x gesetzt, so ist 

G'J=a}/^, 



HP=j/ä^ + 4:X\ 

[GHJP] = ^a ySa^ + 12x^ 
[AB HG] = [BCJH]= \a (^b — x). 

Da nun jede dieser Flächen in der Oberfläche des durch die 
Ebene ABC begrenzten Zellentheiles dreimal vorkommt, so 
ist die Oberfläche desselben 



f=Za (2b — x) + -|ö j/3a^ + 2x'^y 
oder /•=6ö^> + fö [j/8a^ + 12^^ — 2x]. 

Dazu ist 

{VSa'+ 12^2 __ 2xy — (j/«^ + 4a:^— 2x j/Sy = 2d\ 
folglich 

/=6a&+ \a. /2ö2 + {yr^^^^^Z, 2x ysy, 
und diese Summe ist offenbar ein Minimum, nämlich 

min {/') = Gab -\-ia^}/2y 
wenn y a'^ ^ 4,x^ = 2x /3, 

oder X = ^rr ^2. 
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Wenn hingegen der Verschluss der Zelle durch drei 
Rautep von der Grösse GKJO gemacht würde, so wäre die 
Oberfläche des dur chden Querschnitt ABC begrenzten Theiles 

also ist die Oberfläche der Bienenzelle an jedem Ende um 
^ä^ {j/3 — y2} y einer, als die eines sechsseitigen Prismas 
von gleichem Querschnitt imd gleichem Volumen. 

Bezeichnet man noch den Schnittpunkt der Diagonalen 
der Raute GHJP mit Nj so ergibt sich für das Dreieck 
HKN die Proportion 

HK : KN : NB = j/l: }/2: ]/S 
und £ NB =36^ 15' 52'\ 



VI. Abschnitt. 
Aufgaben aus der Mechanik. 

60. Es soll aus einem cylindrischen Baumstamme der 
Balken von rechteckigem Querschnitte geschlagen werden, 
dessen Tragfähigkeit am grösten ist. 

Es sei r der Halbmesser des cylindrischen Baumstam- 
mes, X die Breite, y die Höhe des gesuchten Querschnittes, 
/* die Festigkeit des Balkens vom Querschnitt xy und c die 
Festigkeit eines Stabes vom Einheitsquerschnitte. In die- 
sen Zeichen ist 

c. xy'^ = f, 
x^ -{- y^ == 4r^. 

Wenn man diese Gleichungen für die Anwendung des Satzes 
unter Nr. 12. umformt, so erhält man 

2x2 + y2 + y2 = 8r2. 
Daher ist max ( -v ) == W * '"*> 

oder max (/") .= i^|^ • cr^, 
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wenn x^ == l^r^, y^ = f r^ 

gesetzt wird. 

Die Veränderlichen x und y findet man durch Kon- 
struktion, wenn man in dem Kreise vom Halbmesser r einen 
boliebigen Durchmesser ÄC zieht, diesen durch die Punkte 
E und F in die gleichen Theile AE= EF= FC theilt und 
in E nach der einen, in F nach der andern Seite auf AC die 
Senkrechten EB und FD errichtet; dann ist AB CD der 
gesuchte rechteckige Querschnitt. 

61. Auf den Geraden MA und MB bewegen sich zwei 
Punkte A und B mit gleichbleibenden Geschwindigkeiten 
nach dem Schnittpunkte M\ wann wird der Abstand der 
bewegten Punkte am kleinsten sein? 

Es seien für irgend einen Zeitpunkt MA = ay MB =3 by 
d der Abstand, welchen die bewegten Punkte / Sekunden 
später von einander haben, a und ß die Geschwindigkeiten 

derselben und Winkel AMB = g). 
In diesen Zeichen ist 

(P={a — aiy'\-{b-'ßty—2(a—at){h—ßi)co&(p, 
oder 

d'^=:={a'^ + ß'^—2aßcosq))fi — 2{aa + bß—{aß'{-ba)co&q))i 

-\-a^-\-b^ — 2abco8q). 

Wird nun noch die veränderliche Fupktion zu einem voll- 
ständigen Quadrate ergänzt, so entsteht 

\ i r r yy\ a*+p*-— 2apcos(p / 

_ (au+bß-(aß+b..) cos^)* _,_ ^2 ^ j, _ 2abC0BV>, 

und daher ist 

mm (d) = + ,/ '^ ^ , 

•fl a + 6 ß — (äÖ + 6 a) cos 9 
wenn t = — > ■ 09 \. \ — ' 

gesetzt wird. 

62. Von welcher Höhe muss eine vollkommen elastische 
Kugel herunterfallen, damit sie beim Zurückspringen einen 
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bestimmten Punkt ihrer ersten Bahn in der kürzesten Zeit 
wieder erreicht? 

Es sei AC = x die gesuchte Fallhöhe, BC = h die ge- 
gebene Höhe, welche die Kugel zurückspringend wieder 
Piff 12 erreichen soll, /, die Zeit des Fallens, /2 ^^^ Zeit des 
^ Aufsteigens und / = ^^ -j- ^2 ^^^ gesuchte kürzeste Zöit. 
Zunächst ist die Zeit des Fallens 



'■-/t' 



Den Rückweg beginnt die Kugel mit der Geschwindig- 
keit, welche sie fallend in C erreichte, legt also den 
Weg von C nach B zurückspringend in derselben Zeit, 
wie vorher zurück; daher ist 

i^ ^ r g r g 

Die gesuchte Zeit ist somit 

Dazu ist 

(2 j/^ — yx^^^ — (2 j/x^ Ä — j/xy = 3 Ä, 

folglich /2 = - . [3/1 + (2 j/x — h — f/xf] ; " ., 

und hiernach ist 



w=/^ 



'Qh 

min 

9 



wenn 2 Y x — h = }/ x 

oder X =^ ^h 

gesetzt wird. 

63. Es soll für einen Körper, welcher mit einer gege- 
benen Anfangsgeschwindigkeit fortgeschleudert wird, die 
möglichst grosse Wurfweite ermittelt werden, wenn der Luft- 
widerstand unbeachtet bleibt und 

a) der Anfangspunkt der Wurfbahn mit dem Ziel in der- 
selben Horizontalebene liegt, 

b) der Anfangspunkt und das Ziel einen gegebenen Ver- 
tikalabstand haben. 
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c) der Anfangspunkt und das Ziel auf einer schiefen 
Ebene liegen. 

a) Wird ein Körper mit der Anfangsgeschwindigkeit c 
und in einer Richtung, die mit dem Horizonte den Winkel 
a bildet, vom Punkte A aus geworfen, so gelangt er in 
i Sekunden nach einem Orte, welcher von A um den Hori- 
zontalabstand 

X = {^/cosa 

und um den Vertikalabstand 

y = ctsina — ^gt'^ 

entfernt ist. Da das Ziel mit dem Anfangspunkt der Be- 
wegung in derselben Horizontalebene liegt, so ist der Ver- 
tikalabstand beider Punkte null oder 

cisina — ^gfi = 0, 

also t = • 

a 

Daher ist der zugehörige Horizontalabstand oder die Wurf- 
weite 

2c*8inaco8a c'sin2a 

~ 9 ~9 ' 

und diese erreicht ihren grösten Werth, nämlich 

max (a;) = — , 

V / g 7 

wenn a = 45^ 

ist 

b) Wenn das Ziel um h Längeneinheiten tiefer liegt 
als der Anfangspunkt der W^urfbahn, so ist 

— h = ct%\na — \gfi. 

Wird aus diesen Gleichungen der Winkel a eliminiert, so 
entsteht 

x' = — yU' + (c2 + gh) f — K', 

oder a:2=^l,(c2 + 2^/0-(i^/^-^-^^ 

Hiernach ist nun 
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max {x) = — yc^ + 2^ä, 



wenn 


9* 


und 


cos2«= ,i^ , 


ist. 





Hiermit ist die Lösung sowol für den oben bezeichneten 
Fall, wenn das Ziel tiefer liegt als der Anfangspunkt der 
Wurfbahn, als auch für den entgegengesetzten Fall erreicht. 

c) Wenn der Anfangspunkt und das Ziel des Wurfes 
auf einer unter dem Winkel ß ansteigenden Ebene liegen 
und die Entfernung beider Punkte mit z bezeichnet wird, 
so ist 

ZQOsß = c^cosa, 

zsin/3 = cisina — ^gi^* 

Daraus erhält man durch Elimination der Zeit / die Gleichung 

zsmß = zcosp tnff« — 4 • ^ — -^ • 

Weil hier der Werth z = 0, welcher dieser Gleichung ge- 
nügt, sich nur auf den Anfangspunkt der Bewegung bezieht, 
so ist 

ozcobB >, ± a\ 9 tnga — tngß 

»-^ = (tag« - tng^) cos^a = t^g,^^f • 

Damit die Funktion von a ein Maximum sei, muss die um- 
gekehrte 

_2c«_ ^^ tng'tt 4- 1 

gzcosß tnga — tngß 

ein Minimum werden. Gibt man dieser die Form 

^ ^ 2tng^ + (tnga - tng^ + ^^) 

SO findet man nach Nr. 4., dass 

. / 2c2 \ o l+siuß 

mm ( X- 1 = 2. — ! — 5-^ , 

Xgz cosß J cosp ' 



also 



max (z) = f^ i . o. 



-J 



wenn tnga — tug/3 = ]/! -\- tng'^« 
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oder tng2a = — cot/S 

also a = 45« + ^ß 

gesetzt wird. 

64. Fin Dach von gegebener Breite soll eine solche 
Höhe erhalten, dass auf demselben ein Körper in der kür- 
zesten Zeit herabgleitet, 

a) wenn auf die Reibung keine Rücksicht genommen, 

b) wenn die Reibung in Betracht gezogen wird. 

a) Es sei a die gegebene Breite des Daches, y die ge- 
suchte Höhe, a der Neigungswinkel desselben gegen die 
Vertikalebene der First, t die Zeit des Herabgleitens. 

In diesen Zeichen ist 

siD a ^^ 
Daher ist -^ = 2^sina cos« = ^sin2a, 

also V max (-^\ = g , 

und min (t) = 2 j/± , 

f^ g 

a = 45« und y = a. 

b) Wird neben Beibehaltung der übrigen Zeichen der 
Reibungscoefficient mit tng(> bezeichnet, so ist die Beschleu- 
nigung mit Berücksichtigung der Reibung ^(cos a — sin a tng ()), 
und daher 

a 



sma 



= ^gf^ (cosa — sina tng(>). 



, 4fl /sin (2a + o) . \ 

also -^ = g (^ '^;l^' - tng 9 j . 

Da ferner sin90« = 1 der gröste Werth von sin(2a-f"P)y 
so ist 

also min (0 = 2 7/^1^+*^, 

wenn cf = 45« — \^q 

gesetzt wird. 

Hkilbbmann, Maxima und Minima, jg 
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VI. Abschnitt, Nr. 64—66. 



Die Hohe des Daches ist 



y = fltiig(45* + ip). 

65. Von einem gegebenen Punkte Ä soll auf irgend 

einer schiefen Ebene ein Körper nach iigend einem Punkte 

B einer festli^^den schiefen Ebene heral^dten« Wie 

^ ^ muss dieser Punkt bestimmt werden, damit der 

Körper ihn in der kürzesten Zeit erreiche? 

Zunächst U^ der Punkt B in der loth- 
rechien Ebene, welche durch A geht und auf 
der gegebenen schiefen Ebene senkrecht steht. 
In dieser Ebene sei nun AC mit z^ BC mit 
Xy CA mit b, Winkel CAB mit a und Winkel 

BCA mit y bezeichnet. ■ 

Unter Berücksichtigung der Reibung ist 




z=J^/*(cosa- 
und 



-sina tngp)=^^/' 
^ 68iny_ 



cog(g+g) 



8in(a+y)' 



folglich 



468iny 



2^ sin (a+y) 



co8(a+p) 



oder 



cos^ ' 
8iii(2g + y+p)+sinfy — p) 

C08^ 

Da in dieser Gleichung auf der rechten Seite nur der Win- 
kel a veränderlich ist, so ist 



4&8iny 



max 



46siny^\ _ l + 8iii(y— p) 



also 



wenn 



gesetzt wird. 



( 4ftsiny \ 
'• / 

min (/) = 2i/\ 
f i 

a = 450 

Daher ist 

ftsiny 



cos^ 



6siny cosp 

^(l + 8in(y — 9))^ 



&8in(j^«— jy — ig) 
8in(i« + iy — ^p) 



66. Von einem gegebenen Punkte Ä (Fig. 14. Seite 86.) 
soll auf irgend einer schiefen Ebene ein Körper nach einer 
festliegenden Horizontalebene herabgleiten und dann auf dieser 
in kürzester Zeit einen gegebenen tunkt E erreichen. Wie 
gross muss der Neigungswinkel der schiefen Ebene sein^ 
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a) wenn der Körper sieh auf der Horizontalebene mit der 
Geschwindigkeit weiter bewegt, welche er auf der 
schiefen Ebene erlangte? 

b) wenn der Körper sich auf der Horizontalebene mit 
der Horizontalprojektion der erlangten Geschwindig- 
keit bewegt? 

c) wenn sowol für die Bewegung auf der schiefen Ebene 
als auch für die auf der Horizontalebene die Geschwin- 
digkeit gegeben ist? 

a) Es sei AD = a die von A auf die Horizontalebene 
gefällte Senkrechte, DC ^=^ x die Basislänge der schiefen 
Ebene, DE=d der Horizontalabstand der gegebenen Punkte 
A und Ey t^ die Zeit des Herabgleitens auf der schiefen 
Ebene, t^ die Zeit der Horizontalbewegung, / = /^ -j- ^2 die 
ganze Zeit, welche ein Minimum werden soll, und a der 
Winkel, den die schiefe Ebene mit der Vertikalen AD bildet. 

In diesen Zeichen ist 



und daher, wenn man noch zur Abkürzung 

setzt, t^ = y~^* + ^ . 



Dazu ist L = 



c 

d — X 



2 — 2c ' 

also t = ^y^^T^ + d-x, 

Um die Funktion 

2ct — d = 2j/a^ + x^ — X 
zu einem Minimum zu machen, beachte man die Gleichung 

(2 fä^~+x^ - xy — {-/a^ + x' - 2xy = 3a^. 
Daraus folgt 

(2ct -- dy =:-3ö2 -f {j/a^ + x' - 2xy, 
und daher ist 
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min (ßct — d) = a j/3, 

aUo min (/) = ^+/^ , 

wenn 2x = y'a^+x», 

oder a: = ^a j/5 

gesetzt wird. 

Der Neignngswinkel der schiefen Ebene g^en die Ver- 
tikale AD ist 

« = 30«. 

b) Die Geschwindigkeit; mit welcher der Körper im 
Punkte C ankommt, ist 

daher die Horizontalprojection derselben 

2ca? 



2c8ina ■■ 



mithin ist 

'2 = 2^ • 

Nimmt man hinzu 

so erhÄlt man / = (ä+^lV^+E 

2cx ' 

oder 

4c^fi = x^-\'2dx + ^-^+~f + a^ + (P. 

Da diese Funktion in der Veränderlichen mit der oben unter 
Nr. 28 a. behandelten vollständig übereinstimmt, wenn y=90® 
und d statt b gesetzt wird, so ist 

min(0=^./(^+F^^ 

und X = f^^^. 

Der Neigungswinkel a ist mithin bestimmt durch die Glei- 
chung 

sm a = 



j/if/ät + ^äi) 
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c) £s sei c die Oeschwindigkeit auf der gchiefen Bahn 
AC und y die auf der horizontalen Bahn CEy mithin ist 



c 
und t 



^-^T' 



also r=?W:£L . Izii?, 



oder cyt — cd = y^a^-j-x^ — ex. 

Dazu ist 

(y -/ä' + x' — cxy - {c j/d^+x^ — yxy = a^ (y'^—c^), 
folglich 

(cyt — cdy = a^ (y^ _ c^) + (^ /a^-^x^ — y^fy 
und diese Gleichung zeigt^ dass 



min {cyt — cd) = a Yy^^—c^j 



also min (^ = y + ^ • ^; 



y2. 



wenn 



und 8ina = 



a; c 



Es ist hiemach die Lage des Punktes Cj wo der Kör- 
per in die horizontale Bahn eintritt, von der Länge DE=d 
unabhängig und allein bestimmt durch die Grössen a^ c und 
y. Der Zusammenhang zwischen diesen oder 



y 
zeigt, dass die Strecke DC^=x mit der Geschwindigkeit c 
in derselben Zeit zurückgelegt wird, als die schiefe Ebene 
i(7 = yd^ + x^ mit der Geschwindigkeit y, wenn der Punkt 
C dieser Aufgabe entspricht. 

Durch Konstruktion findet man den Punkt G sowol, 
wenn man den obigen Werth von Xy als auch, wenn man 
den Winkel a nach der Gleichung für sine; darstellt. 

67. Ein Körper soll sich von einem gegebenen Punkte 
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VI. Abschnitt, Nr. 67. 



Vig. 14. 



A nach einem gegebenen Punkte B in der kürzesten Zeit 
bewegen ; es ist aber zwischen diesen Punkten eine Gerade 

gelegen, und der Weg auf den 
verschiedenen Seiten dersel- 
ben mit verschiedenen gege- 
benen Geschwindigkeiten zu- 
rückzulegen. In welchem 
Punkte trifft der bewegte 
Körper die gegebene Gerade? 
Es seien AD = a und 
B£ =i b die von den gegebe- 
nen Punkten auf die gegebene 
Gerade gefällten Senkrechten und DE '^ d der Abstand 
ihrer Fusspunkte; femer C der Punkt der Geraden DEj 
welchen der bewegte Körper trifft, c die Geschwindigkeit 
und /, die Zeit für die Bewegung auf der Bahn ACy eben 
so c, und ^2 für den Weg von C nach B, und endlich DC=Xj 
CE = y, Winkel CAD = a, Winkel CBE = /J und die Dauer 
der ganzen Bewegung von A über C nach B oder /, -|-/2=^- 
In diesen Zeichen ist 




also 






h 


~ c ' 


h 




y^ 


»+a?» 1 l^b^+y^ 



Dazu genügen die Veränderlichen x und y der Bedingung 

d = x + 1/. 

Wird diese Gleichung durch den unbestimmten Koefficien- 
ten k dividiert und von jener subtrahiert, so entsteht 






K«*+^ 



— - + 



^V+y« 



c k ' ci 

Diese Funktion besteht aus den Summanden 



1. 
k 



. _ V7^+^ X 



und 



f2 = 



c 
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für diese findet man in derselben Weise, wie bei der vori- 
gen Aufgabe, dass 



min (/•,)*= ^yAr'^c% 



ac 

wenn x = --=L^r-r 

also sincf = — =^^^_ = ^ : 

und eben so, dass 

bct 
wenn y = r^--4= , 

Daher ist 

wenn die Grösse k der Gleichung 



1 ; 



genügt, welche sich jedoch nicht auf quadratische Gleichun- 
gen zuiückführen lässt. Diese Hiilfsgrösse k ist, wie der 
Vergleich mit der vorigen Aufgabe lehrt, nichts anderes als 
die dort mit y bezeichnete Geschwindigkeit. Nimmt man 
an, dass der Werth von k nach der vorstehnden Gleichung 
und dem entsprechend der Punkt C nach den Gleichungen 

ac 1 br, 

X = ,. oder y = -, — — 

bestimmt sei, so wird ein Körper den Weg von A über C 
nach E und von B über C nach D und f on A über C nach 
B in der kürzesten Zeit zurücklegen, wenn die Bewegung auf 
der Strecke AC mit der Geschwindigkeit c, auf BC mit c, 
und auf DE mit k vor sich geht. 

Aus den obigen Werthen von sin« und sin/S folgt, dass 

sinof c 

sinß Tj ' 
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d. h. das Verhältnis der Sinus der Winkel, welche die schie- 
fen Bahnen mit den Senkrechten bilden, ist konstant und 
gleich dem Verhältnis der gegebeiaen Geschwindigkeiten. 

Zweite Auflösung der vorstehenden Aufgabe. 

Bezeichnet man AC mit x^, BC mit y,, so ist 

' = ^ + 71' 

a:,2 =: a:^ -}- fl2^ 

x + y = d. 
Bildet man nach diesen Gleichungen die Funktionen 



F^ = x^^ — x^ — ä 



1 



^2 = yi'-y'-^S 

indem man vorläufig die Veränderlichen x, y, x^ , y^ als von- 
einander unabhängig ansieht, und setzt sie mit der Funktion 
t zusammen zu der Funktion 

--^+%+k,X'^-Kx'^-k,a^+k,y^-k^y''-k^V^ 

+k^x-\'k^y—k^d, 

so ergeben sich für diese die Bedingungen eines Minimums 
nach Nr. 21., nämlich folgende: 

— 2k^x + k^=^Q, 

-2^2^+^3 = 0, 

^ + 2k,x,^0, 

\ + 2k^y,=0. 

Durch Eliminatioif der Koefficienten k^^ k^y k^ erhält man 
die Gleichung 

a?, y c, 

j sina c 

oder -r-5 = — • 

sin p c, 
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VII. Abschnitt.. 
Aufgaben aus der Optik. 

68. Wie hoch muss ein Licht über einer Ebene stehn, 
damit die Theile der Ebene, welche von seinem Fusspunkte 
einen gegebenen Abstand haben, am stärksten beleuchtet sind? 

Es sei A der leuchtende Punkt, Fig. 15. 

AC = X die gesuchte Höhe des- 
selben über der Ebene, in welcher 
bei B in dem Abstände BC = a 
die kleine Fläche liegt, welche am 
stärksten beleuchtet werden soll. 
Bezeichnet man ausserdem mit L 
die von der Lichtquelle A aus- ^' ' jT 
gehnde Beleuchtung, wenn die Flächeneinheit von den Licht- 
stralen unter einem rechten Winkel in dem Abstände 1 ge- 
troflfen wird, mit / die gesuchte stärkste Beleuchtung der 
kleinen Fläche B ^ mit z den Abstand AB und mit (p den 
Winkel ABC, so ist 

, L.n\nq> 

Damit diese Funktion ein Maximum sei, muss ihr recipro- 
ker Werth oder 

L ^ gg + a?g 

l sin €p 

ein Minimum sein. Nun ist aber 




also 



sing) = .,. , 

Lt __ («« + a^y 



Nimmt man dazu die identische Gleichung 

2 



^={0-r^' 
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VII. AbBchnitt, Nr. 68—70. 



SO findet man durch Anwendung des unter Nr. 14. herge- 
leiteten Satzes^ dass 



--(ffi-'-f^ 



oder 



/.« 



max (rO = ^- ^ , 



und als zugehörigen Werth der veränderlichen Höhe AC 



Hiernach ist 



x = \ay2. 



tngg) = ^ /2, also g? = 35« 15' 52\ 

Um für die stärkste Beleuchtung die Höhe AC durch 
Konstruktion zu finden ^ schneide man auf BC die Linie 
BD = \BC ab und schlage um D mit BD einen Kreis, 
welcher CA im Punkte A triflft. 

69. Dieselbe Aufgabe wie vorher mit der Verallgemei- 
nerung, dass die Gerade, in welcher der leuchtende Punkt 
beliebige Lagen annehmen kann, nicht auf der Ebene der 

beleuchteten kleinen Fläche 
senkrecht steht, sondern mit 
derselben einen gegebenen 
Winkel bildet. 

Es sei der leuchtende 

Punkt A auf der Geraden AC 

beweglich, die Projektion des 

Punktes A auf der Ebene der 

beleuchteten Fläche B sei E, 

ferner sei der Winkel BGA 

mit y, ECA mit a^ ABE mit q) bezeichnet und im Uebrigen 

die Bedeutung der Zeichen wie bei der vorigen Aufgabe. 

Daher ist zunächst 







L sin 9 



a«+j?2 



und 
also ist 



AE 



■2ax cosy 
a?sincir 






J^a* + ^* ~ 2fla: cos y ' 
Lx sin a 



K(ö*+ oc^ — 2ax cos y )^ 



Daraus erhält man 
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t/ Z.2 sin« ce a^ + x* — 2axcoay 

, ^ / Z.« sin« a «« ^ 8/ r- 3^-^ 

oder y j^ = 3 2«cosy. yx -jr V^ - 

Setzt man noch der Kürze halber 

3 > 

SO ist 7/ — "^ ^ ~" 2^c<>sy • z + z^, 

und diese Funktion nimmt nach Nr. 20. ihren kleinsten, 
also / den grösten Werth an, wenn der Bedingung 

z^ — ^acosy. z^ = ^a^ 
Genüge geschieht. Daher ist 

z^ = ^acosy + /i^^ + ■^a'^ cos'^y, 
* oder X = ^öcosy + Vte^^ — tV^^^^^^^j 

und hier hat sowol der negative als der positive Werth von 
X für die Aufgabe Bedeutung. Durch Einsetzung dieser 
Werthe ergibt sich 

min /m ^ ^ . -^'s^"'" . {coay±ys+coB*y)^ 

^ ^ ^^ a* [16 — (cq8y±^8+ C082y)2p 

Die Konstruktion zur Bestimmung des Punktes A ist 
dieselbe, wie bei der vorhergehnden Aufgabe. 

70. Die Ebene eines gegebenen Kreises wird von einer 
anderen Ebene in einem Durchmesser rechtwinklig geschnit- 
ten, und in diesem^ Durchmesser ist ein festliegender Punkt 
gegeben. Welche Stelle Pig 17, 

muss eine Lichtquelle 
im Umfange jenes Krei- 
ses einnehmen, damit /^ \^ 
sie die Ebene in dem 
gegebenen Punkte am 
stärksten beleuchtet? 

Es sei M der Mit- 
telpunkt und r der Halb- 
messer des gegebenen Kreises, welcher von der gegebenen 
Ebene im Durchmesser CJ) geschnitten wird, und in diesem 




Digitized by 



Google 



92 VII. Abschnitt, Nr. 70 — 72. 

der Punkt B gegebcB*. Ferner sei A die Lichtquelle von 

der Lichtstärke Z, AB = z, MB = a, CBA = g> und / die 
Stärke der Beleuchtung der um den Punkt B gelegenen 
Fläche. 

Hiernach* ist zunächst 

- Z/sing? 

^— ~^~ ' 

also /2^2:^. ^-eo8> 

2* 
, y.2 fl2 j% 

Dazu ist cos tp = 



2öz ' 
folglich -jy ^ + -^^^ ^-^^ ; 

und für diese Funktion erhält man nach Nr. 19. als Be- 
dingung eines Maximums die Gleichung 

;2r4 _ 4 (^2 ^ «2). ^2 _ _ 3 (^2 _ ^2)2, 

Daher ist 



z2 = 2 (r2 + r/2) + ^^4(r^ + a^f — 3 (r^ — «•^)'^ ; 

und von diesen Werthen der Grösse z^ bestimmt nur der 

kleinere ein Maximum der Lichtstärke /, da der andere 

grösser als r '\' a ist. 

7L In den Endpunkten eines gegebenen Halbkreises 

befinden sich die leuphtende^^ Punkte A und B von den 

Lichtstärken L und Zj. Wel- 
cher Punkt des Halbkreises 
ist am dunkelsten? 

Wenn BE den gegebe- 
nen Halbkreis im Punkte C 
berührt lAid BC mit x, CA 
mit y, Winkel BGB = GAB 
mit a, Winkel AG E = ABC 

^ ^ mit ßy der Halbmesser mit r 

und die Stärke der Beleuchtung des Punktes G mit / bezeichnet 

wird, so ist 

und sina = ^^ sin^ = |^, 

also 2ry "•" 2ra: ' 
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Dazu ist 4r'^ = ^2^-2.2. 

daher erhält man durch die Verbindung dieser Gleichungen 

2rl + 4^r2 = ^ + Ary^ + - + kx'^. 
y ^ 

Sollen nun die Summanden dieser Funktion jeder ein Mini- 
mum werden, so muss nach Nr. 20. den Bedingungen 

Genüge geschehen. Durch Elimination von k erhält man 

^ = j^ 
y' A' 

und wenn man noch die Gleichung 

a;^ + y^ = 4r* 
hinzunimmt, als Werthe der Veränderlichen, welche das ge- 
suchte Minimum bestimmen, 

Daraus ergibt sich dann auch 

min (2r/) = 1 • j/W^+fPf 

oder min (^^TöH/^) = }/L^ + y~Q. 

72. Ueber den Endpunkten einer gegebenen geraden 
Strecke befinden sich zwei leuchtende Punkte von gegebe- 
nen Lichtstärken. Welche Punkte der Fig. 19. 
Strecke sind die hellsten und dun- 
kelsten? \ 

Es seien Ä und B die leuchten- 
den Punkte von den Lichtstärken L ^ 
und Zj, AD = a und BE^=b ihre 
Abstände von der beleuchteten Linie 

DE^d, DC = x und EC ^ y die 

Abstände des Punktes C von den End- £ C n 

punkten derselben, Winkel CAB^=^a, EBC=ß und endlich / 
die Stärke der Beleuchtung der Linie Z>j^ im Punkte C, 

In diesen Zeichen ist 

, Lcosa ^^ Ly cos ß 
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oder /=^ + ^, 

wenn man Kürze halber 

d^ + a;2.= iC|2, ^^2 _|_ j^2 == y^ 

setzt. Diese Grösse / erreicht offenbar wegen des ersten 
Summanden ein Maximum für einen kleinen Werth von x 
und wegen des andern für einen kleinen Werth von y, und 
zwischen diesen grösten Werthen dann auch nothwendiger- 
weise im kleinsten, oder es gibt zwischen /> und E auch 
einen Punkt, dessen Beleuchtung ein Minimum ist. 

Nimmt man zu dem obigen Ausdrucke der Beleuchtung 
des Punktes C noch die Bedingungs-Grleichung 

so erhält man die Funktion 



welche aus 



^ = ^-+^^3 



und f^ = ky-\- ^^, 

besteht. Die erstere Funktion /\ enthält die Veränderlichen 
X und x^y welche durch die Gleichung 



rß = -^2 y».2 



a* == X.^ — x"- 



verbunden sind. Um nun die Funktion f^ zu einem Mini- 
mum zu machen, bilde man wieder die Verbindung 

/, -^k.d'^kx- k,x^ + k,x^ + ^ . 

Diese wird ein Minimum, wenn den Bedingungen 
k — 2k^x = 

und, 2k^ x^ ^ = 

Genüge geschieht. Daraus ergibt sich 

k = — - , 

als Bedingung für das Minimum der Funktion f^ ; und eben 
so erhält man 
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als Bedingung für den kleinsten Werth von f^^ Daher 
nimmt die Lichtstärke ihren kleinsten Werth an, wenn der 
Gleichung 

aLx &//|y 



genügt wird. Aus dieser Gleichung und der obigen 

sind die Abstände x und y zu berechnen. . 

73. In welcher gegenseitigen Stellung von Sonne, Erde 
und Venus erscheint uns die Venus am hellsten? 

Es sei S der Mittelpunkt der Sonne, E der der Erde, 
V der der Venus. Wegen der grossen gegenseitigen Ent- 
fernung dieser ng. 20. 
Himmelskörper A^ 
darf man an- 
nehmen, dass die 

Sonnenstralen 
parallel zu der 
Venus gelangen, 
also die Halb- 
kugel , deren 
Grenzkreis in 
dem Durchmesser AB auf der Linie SV senkrecht steht, 
beleuchten. Aus demselben Grunde ist den Erdbewohnern 
die Oberfläche der Halbkugel zugewandt, deren Grenzkreis 
in dem Venus -Durchmesser CD auf EV senkrecht steht. 
Daher ist der Theil der Venus, welcher auf der Erde sicht- 
bar und von der Sonne erleuchtet ist, ein Kugelzweieck, 
welches von der Ebene SVE in dem Kreisbogen DB ge- 
schnitten wird. Es ist bekannt, dass eine Kugel von 
gleichmässig heller Oberfläche elJen so leuchtet, als wenn 
ein Hauptkreis derselben die Helligkeit der Kugelfläche 
hätte; daher wirkt auch das erleuchtete Kugelzweieck, wel- 
ches auf der Erde sichtbar ist, eben so wie eine sichelför- 
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raige Fläche von gleicher Beleuchtung. Diese sichelförmige 
Fläche ist nach aussen von dem Kreise über CD begrenzt, 
und die innere Grenze wird dadurch erhalten; dass man 
den Kreis über AB auf der Ebene des ersteren projiciert. 
Wenn daher der scheinbare Halbmesser der Venus mit r 
und der Winkel DVB mit g? bezeichnet wird, so ist die 
für uns sichtbare und von der Sonne beleuchtete Sichel der 
Venus 

V = ^»r^ (1 — cosg?). 

In dieser Funktion ist nun sowol der scheinbare Halbmesser 
r als der Winkel g? veränderlich. 

Bezeichnet man SE mit a^ SV mit b, EV mit x und 
den kleinsten scheinbaren Halbmesser, den die Venus in 
dem Abstände a -\- h hat, mit r, , so ist 

sinr = — ' — smr, , - 

und wegen der Kleinheit der Winkel r und Tj auch 

a + h 

r = — ! r. • 

X * 

Demnach ist die Helligkeit der Venus 



Ferner ist 


sr£'==i80« — y • 


und daher 






a» — 6« — o^ 




*^°°9' — ibx > 


nlan •> — 


,-.2 (« + *)* /i . 26 ««-ft» 



Diese Funktion erreicht nach Nr. 19. ihren grösten Werth, 
wenn 



oder AT = — 2^ + ]/3a^ + b'^ 

gesetzt wird. 

Nimmt man nun den Halbmesser der Erdbahn a = 1, 
so ist ^ = 0,72333, und es ergibt sich aus der vorstehn- 
den Gleichung 

X = 0,43036, 
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Aus den drei Seiten des Dreieckes BSV findet man die 



Fig. 21. 




Nimmt man noch 
den Halbmesser 
der Venus zu 
824unddenHalb- 
raesser der Erd- 
bahn zu 19825000 
geogr. Meilen 
hinzu, so erhält 
man für den 

scheinbaren 
Durchmesser der Venus zur Zeit der grösten Helligkeit 

2r = 39",8 
«nd für die Breite der leuchtenden Sichel derselben 

74. Ein Lichtstral geht von einem Punkte A aus und 
erreicht den Punkt B, welcher in einem andern Medium 
Hegt, in der kürzesten Zeit. Es soll der Punkt bestimmt 
werden, wo er aus dem einen Medium in das andere über- 
tritt, wenn die Geschwindigkeiten, mit welchen er in dem 
einen und andern Medium fortschreitet, gegeben sind, und 
die Grenzfläche beider Medien eine Ebene ist. 

Es sei C der Punkt der Grenzfläche beider Medien, 
welchen der Lichtstral trifift, 
und c die Geschwindigkeit 
auf der Linie AC, c^ die auf 
der Linie CB. Da der Weg 
von A über C nach B in der 
kürzesten Zeit gemacht wird 
und die Geschwindigkeit nur 
im Punkte C eine Aenderung 
erleidet, so kann auch nur im 
Punkte C eine Abweichung 
von der geraden Linie stattfinden. Ferner muss der Punkt 
(^ in der Ebene liegen, welche durch A und B geht und 
auf der Grenzfläche beider Medien senkrecht steht. Fällt 

HKTLBRMAim, Maxima und Minima. 7 



Fig. 22. 




-"J) 
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man nun von A auf diese Grenzfläche die Senkrechte AD=^2i, 
von B die Senkrechte BE=b und bezeichnet DC mit x, 
CE mit y und DE mit ä^ so ist die Zeit, in welcher der 
Lichtstral von A über C nach ^ gelangt, 

Diese Funktion soll nun ein Minimum werden und zugleich 
durch die Veränderlichen x und y der -Bedingung 

<^ = Är + y 
Genüge geschehen. 

Diese Gleichungen stimmen mit den oben unter Nr. 67. 
überein, und daher erhält man auch hier als Besultat das 
bekannte Brechüngsgesetz 

aina c 

sin ß Ol 

und zur Bestimmung der Veränderlichen die Gleichungen 

IC, bci 



X = 






75. Das Minimum der Ablenkung eines Lichtstrales zu 
bestimmen, welcher in eine durchsichtige Kugel eintritt, an der 
innern Kugelfläche gespiegelt wird und dann zum zweiten 
Male gebrochen aus der Kugel tritt. 

Es sei SA Fig. 22. ein Lichtstral, welcher in A auf die Kugel 
um M triff't; hier wird er gebrochen, bildet nämlich mit dem 
Einfallslothe GM vor der Brechung den Winkel G AS = x 
und nach derselben den Winkel MAB = y] in B wird er 
so nach C gespiegelt, dass ABM = MBC = y ist; in C end- 
lich verlässt er die Kugel wieder, indem er von neuem so 
gebrochen wird, dass er mit dem Einfallslothe MH den 
Winkel DCH=x bildet. 

Zunächst ist klar, dass alle Theile des Strales bei der 
dreimaligen Richtungsänderung die Ebene SAM nicht ver- 
lassen; daher müssen sich auch die Geraden SA und CD in 
einem Punkte F schneiden und der Winkel DFJ = q) gibt 
die Ablenkung an, welche der Stral durch eine Spiegelung 
und zwei Brechungen erlitten hat. Als Grösse des Winkels 
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g) ergibt sich aus dem Viereck AFCMy dessen Aussen- 
winkel er ist, <p = jr -f- 2a; — 4y, 

und die Veränderlichen x und y stehn in dem Zuhammenhang 
sina: = wsiny, 

wenn n den Brechungsexponenten für die durch die Kugel- 
fläche begrenzten Medien bezeichnet. 
Setzt man /*= sino; — wsiny 

Fig. 23. 

G 




und addiert diese Gleichung nach Hinzufügung des Koeffi- 
cienten k zu der obigen Funktion, so erhält man 

^ -^ lcf= jc -\'2x -^ k^inx — (4y + kns\ny). 
Um nun das Minimum dieser Funktion zu bestimmen, theile 
man dieselbe in 

/•j = 2a; + ^sino; 
und /j = 4y + Ärnsiny. 

Wenn man dann noch die bekannten Reihen 

«-f:+g---..+(-i)"-"""'' 



sm a = 



3! 



5! 



{2m+l)l • 

7* 
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und 

008« = !-^+-,- +(-1)«..-^^ , 

so erhält man nach Nr. 19. als Bedingung für ein Maximum 
oder Minimum der Funktion f^ die Gleichung 

2 + kcoBx = 0', 
und eben so findet man 

4 + A'wcosy == 
als Bedingung für das Eintreten eines grösten oder klein- 
sten Werthes der Funktion f^' Wenn dann der Koefficient 
k so gewählt wird, dass der einen und andern Bedingung 
Geniige geschieht, also 

cosx n cos y 

gesetzt wird , so nimmt auch die I^unktion g? + A/* einen 
grösten oder kleinsten Werth an. Setzt man nun endlieh 
wieder /*=0, so hat man zur Bestimmung der Veränder- 
lichen X und y die Gleichungen 

sina; = nsiny 
und 2 cos X = n cos y . 



Daher ist 



sin 



Diese Werthe bestimmen ein Minimum der Funktion (p, 
denn für x = wird auch y = und daher 9 = jr ; für 
grössere Werthe von x wird g? kleiner und erreicht bei 
wachsender Grösse x einen kleinsten Werth. Die Grösse 
dieses Minimums ergibt sich aus der Gleichung 

sinJ^g? = (1 — 2sin2y) coso; -f- Snsin^y cosy, 

nämlich min (sin^g?) == j'" • l/ ^T ' 

Zweite Herleitung der Bedingungsgleichung. 
Die Grösse des Ablenkungswinkels 

q) = jt — 2 (2t/ — x) 

zeigt, dass (p ein Minimum wird, wenn die DiflFerenz 2y— .r 
ihr Maximum erreicht. 
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Bezeichnet man diese DiflFerenz mit d, so ist 
sind = 2siny cosy coso; — cos^y sino: + sin'y sino;. 
Wird hier der Kürze halber 

sina; = Xi, coso: = X2, siny = y^, cosy = y^ 
gesetzt, so ist 

sind = 2x<^^y., — x^y.^^ _|_ ^^^2 

und die 4 Veränderlichen genügen den Gleichungen. 

Xi = ny^ 
a:,2_|_a:^2= 1 

y,'^ + y,^^l. 

Bildet man hiernach, indem man die Veränderlichen vorläufig 
als voneinander unabhängig betrachtet, die Funktionen 

^! = ^1 — wy, , 

X'o ' X* " j' Xn ~~~ ± , I 

^3 = 2/1' + ^2' - 1. 

und dann daraus in Verbindung mit sind die Funktion 

F= sin* + kiFi + k^K^ + k^F^ 
oder 
i^= 2 a?2 y , 2/2 — o;, ^2^ + o;, y^^ ^ Ati ajj — Ar, n y, + ÄTg a:i 2 -f /r2 ^2^ 

— >^2 + ^3yi' + ^3y2^ — ^3^ 
so erhält man für diese nach Nr. 22. die folgenden 4 Maxi- 
mumsbedingungen, wenn man der Reihe nach x^, x^y yi, y^ 
als allein veränderlich betrachtet, 

- ^2' + yi' + ^i + 2^:20:, = 0, 
2^1^2 + 2^:20:2 = 

20^2^2 + 2^1^! — k^n + 2k,^y^ = 

20:2^1 — 2a;, ^2 + 2^:3^2 = 0. 
Werden aus diesen 4 Gleichungen die 3 Koefficienten 
kiy k^^ k^ eliminiert, so bleibt als Bedingung für die Ver- 
änderlichen die einfache Gleichung 

20^2 = «^2- 
Lässt man jetzt die ursprünglichen Bedingungen wieder ein- 
treten, so geht die Funktion F in sind über und die vor- 
stehnde Gleichung in 2cosä: = wcosy. 
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Um diese Minimumsbestimmung für die Theorie des 
Regenbogens verwerthen zu können, muss man noch beach- 
ten, dass alle Funktionen nur sehr geringe Veränderungen 
erleiden, wenn die Veränderlichen den Werthen nahe kom- 
men, welche zu einem Maxiraum oder Minimum gehören. 
Fällt auf die Kugel um M ausser dem Stral SA noch eine 
Schaar von parallelen Stralen, so werden diejenigen, welche 
dem Stral SA nahe liegen, auch bei C mit dem Stral CJ) 
parallel wieder hervortreten und den Lichteindruck dessel- 
ben verstärken. Parallele Stralen dagegen, welche in grösse- 
rem Abstände von A die Kugel um M treffen, treten in 
verschiedenen Richtungen zwischen A und C aus der Kugel 
und können daher höchstens einen schwachen Eindruck 
hervorbringen. 

Nimmt man nun insbesondere an, dass die Kugel um M 
ein Wassertropfen ist und von den Sonnenstralen getroffen 
wird, so ist für die äussersten rothen Stralen das Brechungs- 
verhältnis w = 4^ ; daher gehören zum kleinsten Ablenkungs- 
winkel tp nach den obigen Gleichungen der Einfallswinkel 

und der Brechungswinkel 

y = 40«13', 
und der kleinste Ablenkungswinkel selbst ist 

min (9?) = 137« 54'. 
Legt man durch den Punkt D die Linie DO\SAy so ist 

Wenn daher die Luft vor dem Beobachter in D mit Regen- 
tropfen erfüllt ist, und diese von der Sonne in der Richtung 
SA beleuchtet werden, so liegen die rotten Stralen, welche 
den Beobachter treflfen, alle in einer Kegelfläche, deren Axe 
DO ist,- und bilden mit dieser Axe den Winkel 42^6'. Der 
Durchschnitt dieser Kegelfläche und des Himmelsgewölbes 
ist das Roth im Regenbogen. 

Es gehen aber die Sonnenstralen nicht von einem 
Punkte aus, sondern von einer Scheibe, deren scheinbarer 
Durchmesser 32' ist, und daher ist das Roth im Regenbogen 
keine Kreislinie, sondern ein Ring von 32' Breite. 

Es wird ferner in den Regentropfen nicht allein das 
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Aufgaben ans der Optik. 103 

rothe Sonnenlickt gebrochen und gespiegelt, sondern auch 
die Stralen von anderer Farbe. Für die äussersten violetten 
Stralen ist das Brechungsverhältnis w= 1,345 und dem- 
gemäss x = 58^ 43% 

y _ 390 27 V 
min (q>) = 139» 38', 
und Oi?C = 40« 22'. 

Daher besteht der Regenbogen aus einer Eeihe von farbigrn 
Streifen ; der innerste ist ein violetter Ring vom Halbmesser 
40<>22', der äusserste ein rother Ring vom 42^6' Halb- 
messer, und die Breite des Bogens beträgt daher 2» 16', 
weil noch ein Sonnendurchmesser oder 32' zu der Differenz 
der für die rothen und violetten Stralen berechneten Winkel 
BOC hinzukommt. 

Dass von dem Regenbogen das eine Mal ein grosser, 
das andere Mal nur ein kleiner Bogen sichtbar ist, dass er 
unter besondern Verhältnissen auch als ganzer Kreis oder 
als Ellipse oder als ein hyperbolischer oder parabolischer 
Bogen erscheinen kanq, findet seine Erklärung darin, dass 
der Regenbogen der Durchschnitt einer Kegelfläche ist, 
deren Axe durch den Mittelpunkt der Sonne und das Auge 
des Beobachters geht. 

Der zweite Regenbogen, welcher von dem ersten durch 
einen dunkeln Ring getrennt ist, entsteht durch die Stralen, 
welche in den Regentropfen zweimal gespiegelt worden sind. 
Es trete der Sonnenstral SA bei Ä in die Kugel um M^ 
werde bei B und C gespiegelt und trete bei B in der Rich- 
tung BE wieder heraus, welche SÄ in /"trifft; so ist der 
erhabene Winkel ÄFJü = 9 die Abbiegung, welche der 
Stral durch zwei Brechungen und zwei Spiegelungen erlit- 
ten hat. Wenn dieselben Winkel wie oben mit x und y 
bezeichnet, werden, so ergibt aus der Winkelsumme des 
Fünfeckes ÄBCBF, dass 

q> = 2% -f- 2x — 62/. 

Auch hier sind wieder die Veränderlichen x und y durch 
die Gleichung sina; = nsin«/ 

von einander abhängig. Durch die Verbindungen dieser 
Gleichungen ergibt sich 
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und diese Werthe gehören zu einem Minimum von 9, denn 
für X = 0, ist auch y «= und 9 = 23r. 

Wird auch hier das Brechungsverhältnis n = |^ f ür den 
Uebergang der rothen Stralen aus Luft in Wasser einge- 
setzt, so erhält man a: = 71®'50', 

y = 45«27', 
0ED = <p — 7C = 50^58'. 



Fig. 24. 




Setzt man dagegen in die vorstehnden Gleichungen das 
Brechungsverhältnis der äussersten violetten Stralen n =1,345, 
so ergibt sich rr = 71® 27', 

y = 44« 49', 
also <p — jr = 54«. 

Es hat mithin der zweite Regenbogen, wenn man noch den 
Durchmesser der Sonne zu 32' hinzurechnet, von 3" 34', 
und die nach zwei Spiegelungen zerstreut austretenden Stralen 
gehen in ausser diesem Bogen gelegenen Raum. 
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